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АННОТАЦИЯ 
 

Рассматривается процесс деформирования трехслойной полосы с внешними слоями 
из сплава с памятью формы (СПФ) и внутренним вязкоупругим слоем при нагревании 
одного из внешних слоев через интервал температур обратного термоупругого фазового 
превращения. Толщина внутреннего слоя в 8 раз превосходит толщину внешних слоев, 
мгновенный модуль материала внутреннего слоя составляет менее одной десятой  
от мартенситного значения модуля Юнга СПФ, но более чем в 6 раз превосходит 
значение длительного модуля материала внутреннего слоя. Перед созданием пакета 
материал внешних слоев находится в полностью мартенситном фазовом состоянии  
с одинаковой заданной фазово – структурной деформацией.  

В отличие от известного аналога в данной работе учитывается нелинейность 
диаграммы фазового превращения и изменение упругих модулей СПФ при фазовом 
переходе. Задача решена полуобратным методом в предположении о линейном 
распределении продольных деформаций по толщине внутреннего слоя. Математически 
проблема сведена к разрешающей системе двух обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений первого порядка с переменными коэффициентами 
относительно безразмерных параметров распределения продольных напряжений  
в вязкоупругом слое. Исследована зависимость напряжений во внешних и внутреннем 
слоях, кривизны полосы и ее средней продольной деформации от скорости нагрева 
активного слоя, вычисленной по приведенному времени, равному отношению 
физического времени к времени релаксации материала вязкоупругого слоя. Установлено, 
что с ростом скорости нагрева увеличивается влияние на искомые величины 
переменности модуля Юнга внешних слоев при фазовом переходе. Обнаружен эффект 
немонотонного изменения напряжений во всех слоях при монотонном нагреве, связанный 
с нелинейностью диаграммы фазового перехода. 
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ABSTRACT 
 

The process of deformation of a three-layer strip with external layers of shape memory 
alloy (SMA) and an internal viscoelastic layer is considered when one of the outer layers  
is heated through the temperature range of the reverse thermoelastic phase transformation. The 
thickness of the inner layer is 8 times greater than the thickness of the outer layers, the 
instantaneous modulus of the inner layer material is less than one tenth of the martensitic value 
of the Young's modulus of the SMA, but more than 6 times greater than the value of the long-
term modulus of the inner layer material. Before creating the package, the material of the outer 
layers is in a completely martensitic phase state with the same specified phase – structural 
deformation.  

In contrast to the known publication, this work takes into account the nonlinearity of the 
phase transformation diagram and the change in the elastic modules of the SMA during the 
phase transition. The problem is solved by the semi-inverse method under the assumption  
of a linear distribution of longitudinal deformations over the thickness of the inner layer. 
Mathematically, the problem is reduced to a resolving system of two ordinary linear differential 
equations of the first order with variable coefficients with respect to dimensionless parameters 
of the longitudinal stress distribution in inner layer. The dependence of the stresses in the outer 
and viscoelastic inner layers, the curvature of the strip and its average longitudinal deformation 
on the heating rate of the active layer calculated from the reduced time equal to the ratio  
of physical time to the relaxation time of the viscoelastic layer material is investigated.  
It is established that with an increase in the heating rate, the influence on the desired values  
of the variability of the Young's modulus of the outer layers during the phase transition 
increases. The effect of non-monotonic stress variation in all layers under monotonic heating  
is found, associated with the nonlinearity of the phase transition diagram. 
 
Keywords: shape memory alloy; reverse transformation; elastic modulus variability; nonlinear 
transition diagram; viscoelastic layer; standard linear body; three-layer strip 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

В качестве материалов рабочих тел датчиков температуры и термореле чаще 
всего используются биметаллические пластинки, составленные из металлов  
с различными коэффициентами температурной деформации. Сравнению 
характеристик биметаллических упругих тел и аналогичных изделий, содержащих 
элементы из сплавов с памятью формы, посвящена работа [1]. Обратимые 
термоупругие деформации большинства металлов ограничены величиной порядка 
0,1%, что существенно уменьшает прогибы (рабочий ход) соответствующего 
устройства. Такие жесткие ограничения не характерны для двухслойных  
или трехслойных пластин (полос), содержащих слои из сплава с памятью формы 
и вязкоупругие полимерные слои, поскольку возвращаемые при нагреве 
деформации такого СПФ, как никелид титана могут доходить до 8%, 
возвращаемые со временем после разгрузки деформации полимеров, находящихся 
в высокоэластическом состоянии, могут быть еще на порядок выше. Поэтому 
проблема разработки методов теоретического анализа термомеханического 
поведения двухслойных и трехслойных полос и пластин со слоями из СПФ  
и слоями из вязкоупругих полимеров является актуальной в прикладном 
отношении. 
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Определению напряженно-деформированного состояния и смещений 
трехслойных оболочек, пластин и балок (полос) состоящих из упругих  
или упруго-пластических (не функциональных) материалов посвящены работы  
[2-4]. Теоретический анализ поведения слоистых элементов, слои которых 
выполнены из сплавов с памятью формы или вязкоупругих полимерных 
материалов затруднен в связи с необходимостью учета сложных 
термомеханических свойств СПФ [5-8] и реономного поведения полимеров [9-12]. 
Так, в силу нелинейного характера зависимости объемной доли мартенситной 
фазы СПФ от температуры [13], фазовая деформация этих материалов даже для 
простейшего случая обратного превращения в отсутствии структурного перехода 
зависит от температуры нелинейно. Дополнительные нелинейности возникают 
при учете переменности упругих модулей СПФ при фазовых переходах [14-19]. 

Поведение композиционных материалов с волокнами из СПФ и упругим 
связующем анализировалось в работах [20-23], пластические свойства 
связующего учитывались в [24], вязкие свойства связующего таких композитов 
рассматривались в [25], случай вязкоупругого связующего в таких композитах 
рассматривался в [26,27]. Задача о поведение трехслойной полосы с внешними 
слоями из никелида титана и упругим внутренним слоем аналитически решена  
в [21]. Аналогичная проблема с учетом вязкоупругих свойств внутреннего слоя 
рассмотрена в [28] в простейшей постановке без учета изменения упругих 
модулей СПФ при фазовых переходах и предположении о линейной зависимости 
объемной доли мартенситной фазы СПФ от температуры. Эти упрощения 
позволили получить аналитическое решение соответствующей задачи. 

Известно, однако, что упругие модули многих СПФ при фазовых переходах 
меняются весьма существенно. Так, по некоторым данным модуль Юнга 
никелида титана при обратном переходе из мартенситного состояния  
в аустенитное может увеличиться в 3 и более раз [18,19]. Диаграмма зависимости 
объемной доли мартенситной фазы от температуры в точках начала и конца 
фазового перехода имеет, согласно известной аппроксимации диаграммы 
фазового перехода [13], касательные с нулевым наклоном по отношении к оси 
температур, а в центральной точке фазового перехода (точке перегиба) 
направление этой касательной близко к вертикальному. Поэтому аналитическое 
решение, полученное в [28] в рамках принятых там достаточно грубых гипотез, 
может быть рассмотрено лишь как первое, самое грубое приближение. 

Целью настоящей работы является решение задачи о поведении 
трехслойной полосы с тонкими внешними слоями из СПФ и вязкоупругим 
внутренним слоем при обратном термоупругим фазовом превращении в одном из 
внешних слоев, учитывающее, в отличие от постановки задачи в [28], 
нелинейность диаграммы фазового перехода и существенные изменения модуля 
Юнга при таком превращении. Следовало определить, насколько сильно учет 
этих эффектов меняет решение соответствующей задачи. 
 
 
1. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ МАТЕРИАЛОВ ВНЕШНИХ 

И ВНУТРЕННЕГО СЛОЕВ 
 

Внешние слои полосы выполнены из сплава с памятью формы типа 
никелида титана. Материал слоев подчиняется системе определяющих 
соотношений объединенной модели деформирования СПФ [29-32]. 
Предполагается, что напряжения в этих слоях в рассматриваемом процессе  
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не достигают поверхности нагружения для структурного механизма 
деформирования, соответствующей окончанию процесса задания внешним слоям 
начальной фазово-структурной деформации. В случае задания начальной 
деформации 0ε  с помощью процесса полного прямого термоупругого 
мартенситного превращения под действием постоянного напряжения (состояние 
одноосного растяжения), значение напряжения начала структурного превращения 

stσ  при последующем обратном превращении, согласно последней версии 
объединенной модели [32], описывающей эффект перекрестного упрочнения 
СПФ [33,34] и подтвержденной экспериментальными данными [35], определяется 
по формуле 

( )1
20 2 0 2

st
D

−σ = σ Φ ε ρ          (1.1) 

В (1.1) за 1
2
−Φ  обозначается функция, обратная функции 2Φ , определяющей 

диаграмму мартенситной неупругости СПФ при одноосном растяжении, 
имеющей уравнение ( )2 2 20

st
Dε = ρ Φ σ σ . 

Одномерный вариант определяющих соотношений для обратного 
превращения в СПФ в условиях выполнения ограничения 

( )1
20 2 0 2D

−σ ≤ σ Φ ε ρ          (1.2) 
имеет вид 

,e phε = ε + ε  

0 ,ph qε = ε            (1.3) 

( ) ( )
1 1, ,e

M A

q q
E q E q E E

 σ −
ε = = + 

 
      (1.4) 

1 1 cos .
2

f

f s

A T
q

A A
  −

= − π    −  
        (1.5) 

Здесь , , ,e phσ ε ε ε  – напряжение, полная, упругая и фазовая деформации (чисто 
температурной деформацией в силу ее малости пренебрегается); q  – объемная 
доля мартенситной фазы; ( ) , ,M AE q E E  – величина модуля Юнга СПФ, 
зависящая от параметра фазового состава q , а также значения этого модуля  
в мартенситном и аустенитном состояниях соответственно; , ,f sT A A  – 
температура СПФ и значения этой температуры, соответствующие окончанию  
и началу обратного термоупругого фазового превращения, соответственно. Задача 
решается в несвязанной постановке. Поэтому влияние действующих напряжений 
на характерные температуры фазового перехода не учитываются. 

Использование зависимости модуля Юнга от параметра фазового состава 
(1.4), рекомендуемой в [36,37] и проверенной экспериментально в [38] отличает 
постановку задачи в данной работе от использованной в [28], где зависимость 
модуля Юнга СПФ от параметра фазового состава не учитывалась. То же самое 
относится к использованию в данной работе предложенной в [13] нелинейной 
зависимости (1.5) для описания диаграммы фазового перехода, поскольку в [28] 
использовалось простейшее линейное соотношение ( ) ( )f f sq A T A A= − − . 

Для описания поведения внутреннего вязкоупругого слоя используется 
модель Кельвина–Фойгхта [9,10,39], которая является простейшей моделью, 
качественно правильно описывающей основные механические свойства 
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вязкоупругих полимеров, а именно, ограниченную ползучесть под действием 
постоянного напряжения, релаксацию напряжений до ненулевого значения  
в состоянии фиксированной деформации и релаксацию деформаций 
асимптотически до нулевого значения после опыта на ползучесть под действием 
постоянного напряжения и последующей полной разгрузки. 

Дифференциальная формы определяющих соотношений модели Кельвина–
Фойгхта имеет вид [39] 

.E
• • σ+ λσ = ε+ ηε 

 
         (1.6) 

В (1.6) – точкой сверху обозначено дифференцирование по времени, ,σ ε  – 
напряжение и деформация в вязкоупругом слое, E  – мгновенный модуль, λ > η  
параметры материала. Величина длительного модуля E∞  определяется  
по формуле E E∞ = η λ . Решение уравнения (1.6) относительно напряжения имеет 
вид 

( ) ( ) ( )( )0
0

exp ,
t

E t t d
 

σ = ε − λ − η ε τ − − τ τ 
 

∫      (1.7) 

где величина характерного времени релаксации вычисляется по формуле 0 1t = λ . 
Далее будет использован безразмерный параметр времени 0t tτ = . В этом случае 
определяющее соотношение (1.6) принимает вид 

.E
• • σ+ σ = ε+ γε 

 
         (1.8) 

В (1.8) точкой сверху обозначено дифференцирование по приведенному 
времени τ , E E∞γ = = η λ . 
 
 

2. РАССМАТРИВАЕМЫЙ ОБЪЕКТ И ПРИНИМАЕМЫЕ ГИПОТЕЗЫ 
 

Подробно рассматриваемая трехслойная полоса описана в работе [28]. 
Предполагается, что для длины L  и ширины b  полосы, толщин h  и H  внешних 
и внутреннего слоев выполняются соотношения L b>> , hH >> , а величины b   
и H  имеют один и тот же порядок. Материал внешних слоев находится  
в полностью мартенситном фазовом состоянии и имеет начальную продольную 
растягивающую фазово-структурную деформацию 0ε . На границе между 
внешним и внутренним слоем требуется выполнение условия непрерывности 
продольных смещений. Внешние нагрузки на полосу не действуют,  
ее деформирование происходит вследствие нагрева одного из внешних слоев через 
интервал температур обратного термоупругого мартенситного превращения, 
вызывающего в этом слое деформацию сжатия эффекта памяти формы. 

В соответствии с этими предположениями принимаются следующие 
гипотезы. Напряженное состояние во всех слоях считается одномерным, 
действует продольное нормальное напряжение. В тонких внешних слоях 
напряжения распределены по их толщине равномерно. Продольная деформация ε  
имеет линейное распределение по толщине внутреннего слоя 

0εκε += z            (2.1) 
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В (2.1) z  – координата по толщине внутреннего слоя, κ  – аналог кривизны, 
0ε  – средняя по толщине продольная деформации полосы. Подставляя 

распределение (2.1) в определяющее соотношение (1.7) можно получить 
0 ,zσ = µ + σ           (2.2) 

где 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

0 0
0 0

0

0
0

0

exp ,

exp .

t

t

E t t d

E t t d

 
σ = ε − λ − η ε τ − − τ τ 

 
 

µ = κ − λ − η κ τ − − τ τ 
 

∫

∫
 

Таким образом, из гипотезы о линейном распределении деформаций  
в линейно-вязкоупругом слое и определяющих соотношений (1.7) следует 
положение о линейном распределении напряжений в том же слое (2.2). 

С использованием условий равновесия при отсутствии внешних нагрузок  
и распределения напряжений (2.2) получаются следующие выражения 
напряжений 1σ  и 2σ  в верхнем и нижнем слоях из СПФ через параметры µ  и 0σ  
распределения напряжений во внутреннем слое [28] 

( ) ( )
0 0

1 2
1 1, .
2 6 1 2 6 1

H H   µ σ µ σ
σ = − + σ = −   δ + δ δ δ + δ δ   

   (2.3) 

Здесь введено обозначение h Hδ = . Использование условия непрерывности 
продольных смещений на границе между слоями и гипотезы о линейном 
распределении деформаций по толщине внутреннего слоя позволяет выразить 
деформации 1ε  и 2ε  внешних активного и пассивного слоев через параметры 
распределения деформаций во внутреннем слое [28] 

01 2 1 2, .
2H

ε − ε ε + ε
κ = ε =         (2.4) 

 
 

3. ПРОЦЕСС ОБРАТНОГО ПРЕВРАЩЕНИЯ 
 

Процесс сводится к нагреву и соответствующему обратному превращению  
в первом активном слое при условии неизменной температуры и мартенситного 
фазового состояния второго активного слоя. На этапе процесса нагрева  
и обратного превращения, предполагается выполнение условия (1.2), 
структурного перехода нет, фазовая деформация активного слоя определяется 
формулой (1.3). Начальным состоянием для рассматриваемого процесса,  
в котором напряжения в элементах полосы отсутствуют, является состояние  
с начальной деформацией 0ε  во внешних слоях. Для правильного учета упругого 
эффекта деформации внешних слоев 1ε , 2ε  должны отсчитываться именно  
от этого ненапряженного, но деформированного состояния. Поэтому для 
рассматриваемого процесса справедливы следующие соотношения, выражающие 
деформации слоев из СПФ через напряжения в этих слоях 

2
1 1 0 0 2

1 , .
A M M

q q q
E E E

 − σ
ε = σ + + ε − ε ε = 

 
     (3.1) 

Подставляя (3.1) в (2.4) получаем 
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( )0 1 21
,

M

q
H HE H

ε − σ − σ ∆
κ = − + −        (3.2) 

( )0 0 1 21
,

2 2 2M

q
E

ε − σ + σ ∆
ε = − + −        (3.3) 

( )1
1 1 1 .
M A

q
E E

 
∆ = σ − − 

 
        (3.4) 

Подставляя (2.3) в (3.4) находим 

( ) ( )01 1 1 1 ,
2 6 1 M A

H q
E E

  µ σ
∆ = − + − −  δ + δ δ   

     (3.5) 

Подстановка (2.3) в (3.2) и (3.3) соответственно, дает 
( )

( )
0 1

,
6 1 M

q
H E H

ε − µ ∆
κ = − − −

δ δ +
      (3.6) 

( )0 0 01
.

2 2 2M

q
E

ε − σ ∆
ε = − − −

δ
       (3.7) 

Дифференцируя (3.5), (3.6) и (3.7) по приведенному времени получаем 

( )
0 ,

6 1 M

q
H E H

• • •
• ε µ ∆
κ = − −

δ + δ
       (3.8) 

0 0 0 ,
2 2 2M

q
E

• • •
• ε σ ∆
ε = − −

δ
         (3.9) 

( )1 1
1 1 1 .
M A

q q
E E

• • •  ∆ = − σ − − σ    
               (3.10) 

Подставляя в (3.10) продифференцированное по приведенному времени 
выражения (2.3) находим 

( ) ( ) ( )
0 01 1 1 1 .

2 6 1 6 1M A

H Hq q
E E

• •
• •      µ σ µ σ  ∆ = − − + − + +    δ + δ δ δ + δ δ      

   (3.11) 

Подставляя сами формулы (2.1) и (2.2) и результаты их дифференцирования 
в вязкоупругое определяющее уравнение (1.8) внутреннего слоя и приравнивая 
свободные слагаемые правой и левой частей, а также коэффициенты при z  
правой и левой частей получаем 

,E
• • µ+µ = κ+ γκ 

 
                 (3.12) 

0 0
0 0 .E

••  σ + σ = ε + γε 
 

                 (3.13) 

Подстановка в правую часть (3.12) выражения для κ  (3.6) и 
•

κ  (3.8) дает 

( )

( )
0 1

.
6 1m

M

q q EE
H E H

•
•

• •

  ε − γ −  µ + γµ   µ+µ = − − ∆+ γ∆   δ δ +   
  

          (3.14) 
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Подставляя в правую часть (3.13) выражения для 0ε  (3.7) и 0
•

ε  (3.9) 
получаем 

( )0
0 0

0 0

1
.

2 2 2m m
M

q q
E E

E

•
• •

•

  ε − γ −  σ + γσ ∆+ γ∆ σ + σ = − − 
δ 

  

           (3.15) 

Соотношения (3.14), (3.15) представляют собой систему двух линейных 
обыкновенных дифференциальных уравнений относительно двух неизвестных 
функций µ  и 0σ , некоторые коэффициенты которых являются функциями 
приведенного времени, а некоторые – постоянны. Поскольку величины ∆  (3.5)  

и 
•

∆  (3.11) зависят, как от µ  так и от 0σ , то система (3.14), (3.15) является, вообще 
говоря, связанной. Даже в случае, когда приведенная температура растет  
со временем линейно, но используется нелинейная аппроксимация зависимости q  
от T (1.5), функции зависимости коэффициентов системы от τ  являются 
нелинейными. 

Умножая (3.14) на H , деля на mE  и переходя к безразмерной искомой 
функции M H E= µ  получаем 

( )0 11 .M M q q e M M
• • • •     + = ε − γ − − + γ − ∆+ γ∆     

     
            (3.16) 

Здесь 
( )1 6 1M

Ee
E

=
δ + δ

. Умножая (3.15) на 2, деля на E  и переходя  

к безразмерной искомой функции 02S E= σ  получаем 

( )0 21 .S S q q e S S
• • • •     + = ε − γ − − + γ − ∆+ γ∆     

     
            (3.17) 

Здесь 
δ

=
ME

Ee
22 . Вычитая (3.17) из (3.16) получаем для неизвестных функций  

M  и S  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1 1 1 .e M e S e M e S
• •

+ − + = − + γ + + γ             (3.18) 
После введения обозначений 111 1 ea += , ( )212 1 ea +−= , ( )111 1 eb γ+−= , 

212 1 eb γ+=  уравнение (3.18) принимает вид 

( )11 12 11 12 1 , .a M a S b M b S b M S
• •

+ = + =               (3.19) 
Уравнение (3.19) является однородным линейным уравнением  

с постоянными коэффициентами относительно двух неизвестных функций S  и M . 
В процессе обратного термоупругого фазового превращения предполагается 

линейное по приведенному времени возрастание температуры от значения sA   
до fA  

( ) , .s s fT A A A= + − ξ ξ = τ ∆τ                (3.20) 
В (3.20) ∆τ  продолжительность процесса нагрева и полного обратного 

превращения, выраженная в приведенном времени τ . Подставляя (3.20) в (1.5) 
получаем 
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( )( )1 11 cos , sin .
2 2

q q
• π τ == + πξ == − πξ ∆τ ∆τ 

            (3.21) 

Согласно (3.4) и (3.21) 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

1 2
1 .
4 6 1 6 1

A M

A M

HE E Hf f
E E

•
•

•

   µ+ γµ     − σ + γσ µ σ  ∆+ η∆ = − ξ + − ξ +    δ + δ δ δ + δ δ    
    

 

Здесь введены обозначения ( ) ( )πξ−=ξ cos15.01f , ( ) ( )2 sinf ξ = π πξ ∆τ . Переходя 
к введенным ранее безразмерным переменным M , S  получаем 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2
1 1 .
4

M

A

E f e M M e S S f e M e S
E

• • •       ∆+ γ∆ = − − ξ + γ + + γ − ξ +             
 

Подставляя это соотношение в (3.16) находим 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 0 2 1

1 1 2 2 1 2

11 1
2

1 1 .
4

M

A

e M e M f f

E f e M M e S S f e M e S
E

•

• •

+ + + γ = − ε ξ − γ ξ +  

       + − ξ + γ + + γ + ξ +             

 

Это уравнение записывается в форме 

( )21 22 20 21 22 2 , , .a M a S b b M b S b M S
• •

+ = + + = τ              (3.22) 
Здесь 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

0
21 1 1 1 22 2 1 20 1 2 21 1 1 3

1 2
22 2 1 2 1 2

1 , , , 1 ,
2

, 1 , 1 .
4 4

M M

A A

a e E f a E f b f f b e E f t

e E e Eb E f f E E
E E

ε
= + − ξ = − ξ = − ξ + ξ = − − γ +

   
= γ ξ − ξ = − = −   

   
 

Решение системы (3.19), (3.22) относительно скоростей изменения M  и S  
имеет вид 

1 22 2 12 2 11 1 21

11 22 12 21 11 22 12 21

, .b a b a b a b aM S
a a a a a a a a

• •− −
= =

− −
              (3.23) 

Соотношения (3.23) представляют собой разрешающую систему двух 
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с переменными 
коэффициентами рассматриваемой задачи об обратном превращении в верхнем 
активном слое с учетом переменности упругих модулей СПФ и нелинейности 
диаграммы фазового перехода СПФ. Эта система должна решаться при нулевых 
начальных условиях: ( ) ( )0 0, 0 0.M S= =  
 
 

4. НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РЕШЕНИЯ 
 

Далее приведены графики зависимостей искомых величин: 0
1 2, ,σ σ ε , 

безразмерной кривизны κH , а также максимального по модулю напряжения  
в среднем слое maxσ , достигаемого на его поверхности, ближайшей к активному 
внешнему слою, от температуры T  для следующих значений параметров полосы 
и материалов, из которых она состоит: 125.0=δ , 28000=ME  МПа, 
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84000=AE  МПа, o50 CsA = , o70 CfA = , 2500=E  МПа, 16.0=γ . Ниже 
сравниваются результаты, получающиеся при различных скоростях процесса 
нагрева, которые определяются значением параметра τ∆ . Напряжения на всех 
рисунках приведены в единицах МПа, температуры в градусах Цельсия. 

Все результаты получены для значения начальной деформации активного 
слоя %60 =ε . При вычислении значения stσ  (1.1) использовались полученные  
в [40] экспериментальные данные по мартенситной неупругости плющинки  
из никелида титана, вполне пригодной для создания активных слоев 
рассматриваемой трехслойной полосы. Показано, что наилучшей  
из рассмотренных в [40] аппроксимаций диаграммы мартенситной неупругости 
никелида титана является аппроксимация, использующая интегральную функцию 
γ -распределения 

( ) ( ) ( )2 2 20 2 20 20, , , , , , ,st
Dε = ρ Φ σ α σ Φ σ α σ = ϕ σ σ α    (4.1) 

( ) ( ) ( )1

0

1, exp .
x

x t t dtα−ϕ α = −
Γ α ∫        (4.2) 

В (4.2) ( )αΓ  – γ -функция. В [40] методом наименьших квадратов найдены 
следующие параметры аппроксимации (4.1): 0608.02 =ρD , 45.6=α , 

20 27.4σ = МПа. Результаты вычислений по формуле (1.1) для 06.00 =ε   
с использованием функции (4.1) и этих значений параметров, для напряжения 
начала структурного перехода дают 

250=σst Мпа.          (4.3) 
На рис.1 приведены графики зависимости безразмерной кривизны полосы 

H R  (R – радиус кривизны) от температуры для скорости нагрева, 
соответствующей 04.0=τ∆ , когда время полного обратного превращения 
составляет 1/25 от времени релаксации материала внутреннего слоя. Нижняя  
и верхняя кривые относятся к решениям с постоянным значением модуля Юнга 
СПФ, равным, соответственно AE  и ME .  

 

 
Рис.1. 
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Средняя кривая соответствует решению, полученному с учетом переменности 
этого модуля. Для значений температуры, близких к sA  эта кривая примыкает к 
графику, соответствующему MEE = , а для температур, близких к fA  выходит на 
кривую, соответствующую AEE = . 

На рис.2 приведены графики, аналогичные изображенным на рис.1,  
но построенные для 4=τ∆ , т.е. для скорости нагрева в 100 раз меньшей. Как 
видно, с уменьшением скорости нагрева влияние значения модуля Юнга и учет 
изменения этого модуля при фазовом переходе на кривизну полосы уменьшается. 
 

 
Рис.2. 

 

 
Рис.3. 

 
На рис.3 изображены графики зависимости безразмерной кривизны  

от температуры, полученные с учетом переменности упругих модулей СПФ. 
Кривые снизу вверх соответствуют значениям 0004.0,2,4,400=τ∆ . Согласно 
рис.3, с ростом скорости нагрева (уменьшением τ∆ ) кривизна для любого 
фиксированного значения температуры несколько уменьшается, однако это 
изменение весьма незначительно. Наибольшее влияние скорости нагрева  
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на кривизну при полном обратном превращении в активном слое из СПФ 
наблюдается для величин продолжительности нагрева, соизмеримых с временем 
релаксации вязкоупругого материала среднего слоя. Так, изменение кривизны, 
связанное с увеличение τ∆  от 1=τ∆  до 4=τ∆  составляет около половины всего 
роста кривизны, соответствующего росту τ∆  на 5 порядков от 0004.0=τ∆   
до 400=τ∆ . Интересно отметить, что модуль безразмерной кривизны ограничен 
сверху значением 0.06, равным деформации 0ε , заданной верхнему активному 
слою перед совмещением с остальными двумя слоями и приближается к этому 
значению с ростом времени нагрева. 

Аналогично изменяется с изменением времени нагрева и упругого модуля 
активного слоя средняя деформация полосы 0ε . Величина 0ε  является 
сжимающей, модуль этой деформации растет с ростом продолжительности 
нагрева активного слоя. Этот факт иллюстрируется на рис.4, где кривые снизу 
вверх соответствуют тем же, что и на рис 3 значениям τ∆ . С ростом скорости 
процесса нагрева средняя деформация, при прочих равных условиях убывает, 
причем скорость убывания средней деформации выше, чем скорость убывания 
безразмерной кривизны в тех же условиях. 
 

 
Рис.4. 

 
На рис.5 изображены графики зависимости от температуры напряжений  

в верхнем 1σ  и нижнем 2σ  слоях из СПФ для продолжительности процесса 
нагрева 4=τ∆ . Верхняя кривая в каждой из двух групп соответствует решению 
при постоянной величине модуля Юнга СПФ, равной аустенитному значению 

AE ,нижняя получена в случае решения при постоянной величине этого модуля, 
равной мартенситному значению ME , каждая из средних кривых соответствует 
решению, полученному с учетом переменности модуля Юнга СПФ при фазовом 
переходе. Согласно рис.5 оба напряжения являются растягивающими,  
но величина напряжения в активном слое почти в 2 раза больше, чем в пассивном. 
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Рис.5. 

 
На рис.6 приведены, полученные с учетом переменности модуля Юнга 

СПФ, графики зависимости напряжений 1σ  в активном слое от температуры при 
его нагревании с различными скоростями. Относительное значение 
продолжительности нагрева указано у каждой кривой. Как следует из рис.5,  
с ростом скорости нагрева (уменьшение τ∆ ) напряжения 1σ  существенно 
возрастают, причем наиболее резкое возрастание происходит в районе 1≈τ∆ , 
когда время полного нагрева коррелирует со временем релаксации вязкоупругого 
материала среднего слоя. Таким образом, для изменения напряжения 1σ  при 
изменении скорости нагрева характерна тенденция, противоположная той, 
которая наблюдается для кинематических величин κH  и 0ε , причем 
количественно зависимость 1σ  от скорости нагрева значительно более сильная, 
чем та, которая характерна для κH  и 0ε . Влияние учета переменности модуля 
Юнга на 1σ  также возрастает с ростом скорости нагрева. 
 

 
Рис.6. 
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Полученные в результате решения задачи без учета структурного 
превращения результаты справедливы до тех пор, пока для напряжений в слоях  
из СПФ выполняется условие (1.2), которое, согласно (4.3) сводится  
к ограничению 1 250σ ≤ МПа. Сопоставляя полученное значение stσ  (4.3)  
и данные рис.6 можно утверждать, что это решение является корректным  
для продолжительности нагрева 1≥τ∆ . При решении для более высоких 
скоростей нагрева необходимо учитывать эффект структурного превращения  
в активном слое из СПФ. 

Как для самых высоких из всех рассмотренных скоростей нагрева, так и для 
самых низких скоростей наблюдается монотонное возрастание напряжения 1σ   
с ростом температуры активного слоя, т.е. при реализации эффекта памяти 
формы. Необычным кажется факт немонотонности соответствующих графиков, 
построенных для промежуточных скоростей нагрева. Этот эффект не проявляется 
при решении задачи, полученном в [28], для линейной аппроксимации диаграммы 
перехода, согласно которой скорость изменения параметра фазового состава 
одинакова во всех точках фазового перехода. 

Обнаруженный эффект уменьшения 1σ  с ростом температуры активного 
слоя во второй половине процесса нагружения качественно объясняется 
следующим образом. В процессе деформирования внешнего активного слоя, 
связанного с эффектом памяти формы, растет деформация жестко связанного  
с активным слоем промежуточного слоя из вязкоупругого материала.  
В результате в вязкоупругом слое генерируются напряжения, которые 
уравновешиваются напряжениям 1σ  в активном слое. При моделировании 
реальной нелинейной диаграммы термоупругого мартенситного превращения 
зависимостью (1.5), скорость изменения q  с изменением температуры 
максимальна в средней точке интервала температур перехода и резко 
уменьшается во второй половине процесса, стремясь к нулю при fAT → . При 

этом скорость изменения фазовых деформаций phε  в активном слое также 
уменьшается, стремясь к нулю. В силу выполнения условий совместного 
деформирования активного слоя и внешней поверхности вязкоупругого слоя 
деформации вязкоупругого слоя претерпевает аналогичное уменьшение.  
Но в вязко-упругом материале резкое уменьшение скорости роста деформаций 
может привести к падению напряжений (при уменьшении скорости деформации 
до нуля наблюдается эффект релаксация напряжений)! В силу условий 
равновесия, уменьшается и напряжение 1σ . 

На рис.7 приведены графики зависимости напряжения 2σ  в пассивном слое 
из СПФ, полученные для различных значений относительной продолжительности 
процесса нагрева τ∆ , с учетом переменности упругих модулей СПФ. Согласно 
этим данным, с ростом скорости нагрева наблюдается более чем 4-кратный рост 

2σ . Тем не менее, напряжения в пассивном слое при прочих равных условиях 
примерно в 2 раза ниже, чем в активном, поэтому критическое значение (4.3)  
в пассивном слое не достигается даже при предельно быстрых процессах нагрева. 
Для средних значений продолжительности нагрева наблюдается немонотонное 
изменение напряжения 2σ  с ростом температуры, связанное с теми же 
обстоятельствами, что и аналогичный эффект для напряжения 1σ . 
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Рис.7. 

 
На рис.8 изображены графики зависимости максимальных по модулю 

напряжений maxσ  в промежуточном вязкоупругом слое от температуры активного 
слоя при нагреве последнего через интервал температур обратного термоупругого 
мартенситного превращения. Три нижние кривые построены для одной и той же 
весьма малой продолжительности процесса нагрева 004.0=τ∆ , причем 
промежуточная из этих трех кривых соответствует учету переменности модуля 
Юнга СПФ, нижняя – постоянному модулю, соответствующему аустенитному 
значению СПФ, а верхняя – мартенситному значению модуля. Эти значения 
напряжения наблюдаются вблизи границы вязкоупругого слоя с активным слоем 
из СПФ и являются сжимающими. Поскольку напряжения в активном слое 
являются растягивающими, то продольное напряжение терпит на этой границе 
разрыв первого рода. 
 

 
Рис.8. 

 

Как видно, модуль maxσ  резко возрастает с ростом скорости нагрева и для 
высоких скоростей достигает весьма высоких значений порядка 140 МПа. 
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Поэтому возникает проблема выбора полимера для промежуточного слоя, 
который должен выдерживать столь высокие сжимающие нагрузки. Напряжения  
в вязкоупругом слое на границе с пассивным слоем из СПФ являются 
растягивающими, и весьма малы по величине (для самых быстрых процессов не 
превосходят 15 МПа). 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Приведено решение задачи о напряженно-деформированном состоянии 
трехслойной полосы с внешними слоями из СПФ и вязкоупругим 
промежуточным слоем при нагреве одного из внешних слоев через интервал 
температур обратного термоупругого фазового превращения. В отличие  
от известного аналога [28] учитывается эффект изменения модуля Юнга СПФ при 
фазовом переходе и нелинейность диаграммы фазового превращения СПФ. 

Обнаружен связанный с нелинейностью диаграммы перехода эффект 
немонотонного изменения напряжений во всех слоях полосы при монотонном 
нагреве активного слоя и промежуточных значениях скорости нагрева. 

Констатируется незначительное увеличение кинематических характеристик 
полосы (кривизны и средней осевой деформации) с уменьшением скорости 
нагрева и противоположная тенденция резкого (многократного) роста 
напряжений во всех слоях трехслойной полосы с ростом скорости нагрева. 
Наибольшие скорости этих изменений наблюдаются в диапазона 
продолжительности нагрева, сравнимой с временем релаксации вязкоупругого 
материала внутреннего слоя. При проектировании таких полос выполнение 
условий прочности всех элементов полосы следует проверять для наибольших 
скоростей нагрева, предполагаемых в изделии. 
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