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АННОТАЦИЯ 
 

Данная работа посвящена построению аналитического решения задачи  
о распространении нестационарных волн в тонкой анизотропной пластине большой 
протяженности. Подход к решению основан на принципе суперпозиции и методе 
функций Грина. Его суть заключается в связи искомого решения с нагрузкой при помощи 
интегрального оператора типа свёртки по пространственным переменным и по времени. 
Ядром этого оператора является функция Грина для анизотропной пластины.  
Она представляет собой нормальные перемещения в ответ на воздействие единичной 
сосредоточенной нагрузки. Для математического описания сосредоточенной нагрузки 
используется дельта-функция Дирака. 

Пространственные нестационарные функции Грина для анизотропной пластины 
Тимошенко построены впервые с помощью аналитических методов. В качестве модели 
анизотропного материала рассматривается упругая срeда с единственной плоскостью 
симметрии, геометрически совпадающей со срединной плоскостью пластины. 

Движение пластины рассмотрено в декартовой системе координат. В начальный 
момент времени пластина находится в невозмущенном состоянии. Для решения 
использованы интегральные преобразования Лапласа по времени и двумерное 
интегральное преобразование Фурье по координатам. Оригиналы искомых функции  
по Лапласу построены при помощи второй теоремы разложения для преобразования 
Лапласа. Оригиналы по Фурье построены с помощью связи интеграла обращения 
преобразования Фурье с рядом Фурье на переменном интервале. 

Полученные функции Грина позволили представить искомый нестационарный прогиб 
и углы поворота в виде тройных сверток функций Грина с функцией нестационарной 
нагрузки. Для вычисления интеграла свёртки и построения искомого решения использован 
метод прямоугольников. Результаты решения представлены графически. 
 
Ключевые слова: нестационарная динамика, анизотропный материал, пластина 
Тимошенко, функции Грина 
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ABSTRACT 
 

This work is devoted to the construction of an analytical solution to the problem of the 
propagation of transitional waves in a thin anisotropic plate of large extent. The approach to the 
solution is based on the principles of superposition and the Green’s function method. Its essence 
lies in the connection of the desired solution with the load using an integral operator of the 
convolution type in spatial variables and in time. The core of this operator is the Green’s 
function for an anisotropic plate. It represents normal displacements in response to a single 
point load. The Dirac delta function is used to mathematically describe the concentrated load. 

Spatial transitional Green’s functions for an anisotropic Timoshenko’s plate are 
constructed for the first time using analytical methods. An elastic medium with a single plane  
of symmetry geometrically coinciding with the median plane of the plate is considered  
as a model of an anisotropic material.  

The motion of the plate is considered in the Cartesian coordinate system. At the initial 
moment of time, the plate is in an unperturbed state. The integral Laplace transformations  
in time and the two-dimensional integral Fourier transform in coordinates are used for the 
solution. The originals of the desired Laplace functions are constructed using the second 
decomposition theorem for the Laplace transform. The Fourier originals are constructed using 
the connection of the inverse integral of the Fourier transform with the Fourier series  
on a variable interval. 

The obtained Green's functions made it possible to represent the desired unsteady 
deflection and rotation angles in the form of triple convolutions of Green’s functions with  
a nonstationary load function. The method of rectangles was used to calculate the convolution 
integral and construct the desired solution. The solution results are presented graphically. 
 
Keywords: transitional dynamics, anisotropic material, Timoshenko’s plate, Green’s functions 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Пластины широко распространены в качестве элементов конструкций  
в аэрокосмической и атомной отрасли, а также в общем машиностроении. 
Неотъемлемым этапом проектирования новых перспективных агрегатов является 
проведение стационарных и нестационарных расчетов элементов их конструкций. 
Развитие аддитивных технологий [1], технологий трехмерной печати полимерами 
[2,3], технологий производства полимерных композитных материалов  
с пространственным армированием [4] требует разработки новых математических 
моделей и методов расчетов элементов, созданных из анизотропных материалов. 
Кроме того известно, что заготовки листовой стали, полученные технологией 
листового проката, также обладают анизотропией свойств [5,6]. 

Среди имеющихся публикаций, посвящённых стационарным  
и статическим задачам для анизотропных пластин, следует отметить работы [7-9]. 
Вопросы нестационарной динамики изотропных пластин затронуты в работах 
[10,11], ортотропных пластин – в статьях [12-14]. Стационарным  
и нестационарным колебаниям анизотропных и многослойных пластин 
посвящены работы [15-27]. Среди методов решения задач о нестационарном 
деформировании анизотропных пластин [20-27] применяются метод конечных 
элементов, метод граничных элементов, метод функции Грина, метод Хоуболта 
интегрирования во временной области, метод интегрирования быстро 
осциллирующих функций в пространственной области, квадратурный метод 
свертки, методы Рунге-Кутты. 

В настоящей работе исследуется нестационарная динамика анизотропной 
тонкой упругой пластины большой протяженности. Для решения задачи 
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используется метод функций Грина. В качестве математических инструментов 
применяются интегральные преобразования по времени и пространственным 
координатам. В работах [28-31] этот метод эффективно использован 
применительно к решению различных нестационарных задач теории упругости и 
теории оболочек. 

Целью настоящей работы являются построение и исследование функций 
Грина для нормального перемещения и углов поворотов тонкой упругой 
анизотропной пластины Тимошенко большой протяженности. 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Объектом исследования является тонкая пластина постоянной толщины h   
и большой протяженности. Материал пластины упругий и анизотропный.  
Он имеет одну плоскость симметрии, совпадающую со срединной плоскостью 
пластины. Плотность материала обозначена буквой ρ . На пластину воздействует 
нестационарная нагрузка p  с переменной во времени амплитудой. В начальный 
момент времени t пластина находится в невозмущенном состоянии. Движение 
пластины рассматривается в декартовой системе координат 1 2 3Ox x x . Ось 3x  
ортогональна к срединной плоскости пластины (рис.1). 
 

 
Рис.1. Тонкая упругая анизотропная пластина большой протяженности. 

 
Для пластины используются уравнения теории Тимошенко. В них 

учитываются девять независимых компонент тензора упругих постоянных для 
рассматриваемого случая анизотропии упругой среды. 

Постановка задачи включает в себя уравнения движения в перемещениях 
для анизотропной пластины [32] 
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Уравнения (1) дополняются начальными условиями 
1 2

1 20 0 0
0 0 0

0.
t t t

t t t

ww
t t t= = =

= = =

∂ ∂χ ∂χ
= = χ = = χ = =
∂ ∂ ∂

    (2) 

В (1), (2) w  – нормальное перемещение, iχ  – векторы углов отклонения 
ортогонального к срединной поверхности волокна за счёт сдвига, k  – коэффициент 
сдвига, I  – погонный момент инерции, ijklC  – компоненты тензора упругих 
постоянных. 
 
 

2. ФУНКЦИИ ГРИНА 
 

Решение задачи (1), (2) может быть представлено в интегральной форме  
с использованием функций Грина ( )1 2, ,G x x t  и ( ) ( )1 1 2 2 1 2, , ,  , ,X x x t X x x t  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

, , , , , , ,

, , , , , , ,  1,2.i i

w x x t G x x t p x x t

x x t X x x t p x x t i

= ∗∗∗

χ = ∗∗∗ =
    (3) 

В (3) символ ∗  означает интегральный оператор типа свертки  
по пространственным координатам 1 2,x x  и времени t  
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t

g f g x x t f d d d
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Постановка задачи о функциях Грина для тонкой упругой анизотропной 
пластины Тимошенко большой протяженности в соответствии с соотношениями 
(1) и (2) имеет вид 
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В (4), (5) ( )1 2, ,G x x t  – функция Грина для нормального перемещения w , 

( )1 1 2, ,X x x t  и ( )2 1 2, ,X x x t  – функции Грина для углов отклонения 1χ  и 2χ  
соответственно. 

Для решения задачи (4), (5) применим интегральное преобразование 
Лапласа по времени t  и Фурье по пространственным координатам 1 2,x x . 

Задача (4), (5) в пространстве интегральных преобразований Лапласа  
и Фурье принимает вид 
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В (6) s  – параметр интегрального преобразования Лапласа, 1 2,  q q  – параметры 
интегрально преобразования Фурье, верхние индексы ,  L F  обозначают 
изображения функций по Лапласу и Фурье соответственно, i  – мнимая единица. 

Решая (6) получим 
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( ) ( )6 6 1 2 3 4 2 5 7 7 1 2 1 5 3 2, ,  , .R R q q Q Q Q Q R R q q Q Q Q Q= = − = = −  
Оригиналы функций Грина (7) по Лапласу найдены аналитически  

с применением второй теоремы разложения для преобразования Лапласа 
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В (8) ks  – корни бикубического уравнения 6 4 2
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полученные методом Кардано 
1 1 1
2 2 2

1 1 2 1 3 2 4 3 5 3 6 5

3 3
1 2,3

3 2

3 3

2 3
4 3 3 3 4 5

, , , , , ,

,  3 ,
3 2 2 3

,  ,  ,  
2 2 3 2

3 2 9 27,  .
3 27

s f s s s f s s s f s s
R A B A B Rf A B f i

Q Q P QA D B D D

R R R R R RP Q

= = − = = − = = −
+ −

= + − = − ± −

   = − + = − − = +   
   

− − +
= =

  (9) 



 

60 

С учетом вида корней (9) функции Грина в изображении по Фурье (8) 
примут вид 
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Для построения оригиналов функций (10) по Фурье использован метод 
основанный на связи интеграла обращения преобразования Фурье с рядом Фурье 
на переменном интервале 
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В (11) величина интервала разложения L  может быть выбрана произвольно, 
но для повышения скорости сходимости целесообразно положить ( )L l t ct= = , 

66c с= ρ , что приводит к ряду на переменном интервале разложения 
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c t

n m
ct ct

∞ ∞
− λ +λ

=−∞ =−∞

= ⋅ λ λ
⋅

π π
λ = λ =

∑ ∑
   (12) 

Применив к соотношениям (10) формулу (12), получим аналитические 
представления для оригиналов функций Грина 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 22 2

1, , , , ,
4

n mi x xF
n m

n m
G x x t H c t x x G t e

c t

∞ ∞
− λ +λ

=−∞ =−∞

= − − λ λ∑ ∑  (13) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2 1 1 22 2

1, , , , ,
4

n mi x xF
n m

n m
X x x t H c t x x X t e

c t

∞ ∞
− λ +λ

=−∞ =−∞

= − − λ λ∑ ∑ (14) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 1 22 2

1, , , , ,
4

n mi x xF
n m

n m
X x x t H c t x x X t e

c t

∞ ∞
− λ +λ

=−∞ =−∞

= − − λ λ∑ ∑ (15) 

где ( )H   – функция Хэвисайда. 
Функции Грина (13)-(15) позволяют исследовать нестационарную динамику 

тонких упругих анизотропных пластин. Они могут быть использованы  
в прикладных задачах для исследования распространения нестационарных волн  
в анизотропных, ортотропных, трансверсально-изотропных и изотропных 
пластинах больших размеров, в том случае, если в рассматриваемые моменты 
времени волны не будут достигать опор исследуемых конструктивных элементов. 
Кроме того, построенные функции Грина открывают возможность решения 
широкого круга нестационарных задач для анизотропных пластин. Например, 
нестационарных контактных и обратных задач. Также они могут быть 
использованы при построении интегральных уравнений метода граничных 
элементов или метода компенсирующих нагрузок. 
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3. ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 
 

Рассмотрим анизотропную пластину толщиной 0.002h =  м, плотностью 
1500ρ =  кг/м3. Материал пластины – стеклопластик с тензором упругих 

постоянных (размерность упругих постоянных – ГПа) [33] 
95.5 28.9 4.03 0 0 44.7
28.9 25.9 4.65 0 0 15.6
4.03 4.65 16.3 0 0 0.54

.
0 0 0 4.4 1.78 0
0 0 0 1.78 6.45 0

44.7 15.6 0.54 0 0 32.7

С

 
 
 
 

=  − 
 −
 
 

 

На рис.2а,б представлены функции Грина для нормального перемещения 
анизотропной пластины Тимошенко и анизотропной пластины Кирхгофа [23]  
в моменты времени 1 мкс и 2 мкс (рис.2а) и 1 мс и 2 мс (рис.2б). Сплошная линия 
– функция Грина для пластины Тимошенко, точки – функция Грина для пластины 
Кирхгофа. В статье [23] представлена функция Грина для нестационарного 
нормального перемещения тонкой упругой анизотропной пластины Кирхгофа 
большой протяженности. Она построена с применением интегральных 
преобразований Лапласа по времени и Фурье по пространственным координатам. 
Оригинал преобразования Лапласа найден аналитически, а оригинал по Фурье 
найден численно с применением метода интегрирования быстро осциллирующих 
функций. 
 

    
а б 

Рис.2. Функции Грина для нормального перемещения: а) в момент времени 1 мкс 
и 2 мкс; б) в момент времени 1 мс и 2 мс. 

 
Из результатов, представленных на рис.2а, видно, что в моменты времени 

1 мкс и 2 мкс, когда возмущения проходят расстояния соизмеримые  
с несколькими толщинами пластины, функции Грина для нормальных 
перемещений имеют существенные отличия. При этом функции имеют явные 
отличия. Они объясняются различным типом используемых моделей пластин 
[32,34]. Из рис.2б видно, что с течением времени функции Грина нормальных 
перемещений для анизотропной пластины Тимошенко приобретают вид, 
характерный для функции Грина анизотропной пластины Кирхгофа. Очевидно, 
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что и перемещения, построенные по формулам (3) для модели пластин 
Тимошенко, будут давать отличный от модели пластин Кирхгофа результат 
только в начальные моменты времени. 

При построении графиков на рис.2 в соотношении (13) удержано по 800 
членов каждой суммы, а для анизотропной пластины Кирхгофа [23] 2500Q = , 

5575N = , что обусловлено анализом сходимости результатов по непрерывной 
норме функций. Стоит отметить, что с точки зрения времени машинного счета 
результаты, представленные на рис.2 для анизотропной пластины Тимошенко, 
получены в 75 раз быстрее, что с практической точки зрения является 
существенным преимуществом. 

Исследуем характер распространения волн (3) в случае действия  
на анизотропную пластину в центре координат сосредоточенной нестационарной 
нагрузки вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 6 2 1500
1 2 1 2, , , ,  210 10 ,tp x x t p t H t x x p t t e−= δ = − ⋅ ⋅  

с быстро затухающей амплитудой ( )p t . 
При этом свёртки по пространственным переменным с учетом свойств 

дельта-функции Дирака вычисляются аналитически. Для численного 
интегрирования по времени в (3) использован метод прямоугольников 

( )
1

1 2 1 2
0

, , , , ,
m

j

t tj tjw x x t G x x t p
m m m

−

=

   ≈ −   
   

∑      (16) 

( )
1

1 2 1 2
0

, , , , ,  1,2.
m

i i
j

t tj tjx x t X x x t p i
m m m

−

=

   χ ≈ − =   
   

∑     (17) 

На рис.3а,б представлены: нестационарный нормальный прогиб ( )1 2, ,w x x t   

и углы поворотов ( )1 1 2, ,x x tχ  анизотропной пластины Тимошенко в момент 
времени 10 мс. 
 

  
а б 

Рис.3. Нестационарная динамика анизотропной пластины Тимошенко:  
а) нормальный прогиб; б) угол поворота. 

 



Механика композиционных материалов и конструкций    том 29, №1, 2023 г. 
 

63 

Результаты, представленные на рис.3, демонстрируют асимметричный 
характер распространения нестационарных волн, что объясняется анизотропией 
материала пластины. 

На рис.4 представлен нестационарный прогиб анизотропной пластины 
Тимошенко (16) и Кирхгофа [23] вдоль оси 1х  в моменты времени 4 мс и 8 мс 
(сплошные линии – результаты для анизотропной пластины Тимошенко, точки – 
результаты для анизотропной пластины Кирхгофа). 
 

 
Рис.4. Сопоставление нестационарных нормальных перемещений анизотропных 

упругих пластин Тимошенко и Кирхгофа. 
 

Из рис.4 видно, что в рассматриваемые моменты времени нестационарные 
нормальные прогибы анизотропной пластины Тимошенко и Кирхгофа имеют 
одинаковый характер и близки численно. Нормы разности представленных  
на рис.4 функций составили 
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1
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6
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w x w x

w x w x
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−
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− =

= − = ×

− =
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где w  – прогиб анизотропной пластины Тимошенко, *w  – прогиб анизотропной 
пластины Кирхгофа. При построении графиков на рис.3 и рис.4 в соотношениях 
(16), (17) m  принято равным 40, что обусловлено анализом сходимости результатов. 

Проведенный анализ результатов, представленных на рис.2 и рис.4, 
позволяет говорить о верификации построенных новых функций Грина для 
тонкой упругой анизотропной пластины Тимошенко большой протяженности. 

Реализация алгоритмов и построение графических результатов выполнено 
при помощи языка программирования Python. 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В работе получены новые функции Грина для тонкой упругой анизотропной 
пластины Тимошенко большой протяженности. Для решения применены 
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интегральные преобразования Лапласа и Фурье. Оригиналы по Лапласу найдены 
при помощи второй теоремы разложения для преобразования Лапласа,  
а оригиналы по Фурье построены с помощью связи интеграла обращения 
преобразования Фурье с рядом Фурье на переменном интервале. 

Достоверность результатов подтверждена численным исследованием. 
Выполнено сопоставление результатов, полученных для двух различных моделей 
пластин: пластины Тимошенко и пластины Кирхгофа. Раскрыты принципиальные 
отличия в результатах для этих моделей. 

Аналитическая форма для функций Грина позволяет использовать  
их в решении прямых, обратных и контактных нестационарных задачах  
для анизотропных, ортотропных, трансверсально-изотропных и изотропных 
пластин большой протяжённости. Они также могут быть использованы и для 
пластин конечных размеров в начальные моменты времени, когда наличие опор 
не является существенным. 
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