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АННОТАЦИЯ 
 

Предложена новая формулировка начально-краевой задачи теории N-го порядка 
ортотропных оболочек, основанная на методах аналитической механики континуальных 
систем. Введена некоторая гладкая базисная поверхность, и на двумерном многообразии, 
соответствующем данной поверхности, определены криволинейные координаты. Модель 
нетонкой оболочки как трехмерного упругого тела определена множеством переменных 
поля первого рода, пространственной и граничной плотностями функционала Лагранжа. 
В качестве переменной поля первого рода рассмотрен псевдовектор перемещения, 
заданный ковариантными компонентами вектора истинного перемещения в базисе 
касательного расслоения двумерного многообразия. Компоненты псевдовектора 
обобщенного напряжения на площадках с нормалью, сонаправленной базисному вектору 
одной из криволинейных координат базисной поверхности, определены 
дифференцированием пространственной плотности функционала Лагранжа  
по ковариантным производным компонентов псевдовектора перемещения по выбранному 
направлению. Преобразованием Лежандра пространственной плотности функционала 
Лагранжа по данным ковариантным производным переменной поля получена 
пространственная плотность смешанного функционала, зависящего от переменных 
состояния – введенного псевдовектора напряжения, псевдовекторов перемещения  
и скорости, а также ковариантных производных компонентов псевдовектора 
перемещения по второму координатному направлению. Введена биортогональная 
базисная система функций нормальной координаты, определена система новых 
переменных состояния, заданных на касательном расслоении двумерного многообразия, 
соответствующего базисной поверхности, коэффициентами разложения переменных 
состояния по биортогональному базису. Поверхностная и контурная плотности 
смешанного функционала, определяющего двумерную модель оболочки, порождаются 
соответствующей редукцией пространственной и граничной плотностей смешанного 
функционала при удержании N+1 коэффициента разложения. Уравнения Эйлера-
Лагранжа, вытекающие из принципа Гамильтона-Остроградского, разрешены 
относительно ковариантных производных новых переменных состояния  
и в определенном смысле эквивалентны уравнениям Рауса механики дискретных систем. 
Приложение обобщенных уравнений Рауса теории оболочек N-го порядка к задачам  
о дисперсии нормальных волн приводит к спектральной задаче, линейной относительно 
волнового числа, позволяющей построить действительные, мнимые и комплексные ветви 
дисперсионных кривых, соответствующие распространяющимся и затухающим модам. 
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Для изотропного плоского слоя получено решение спектральной задачи и исследована 
сходимость решения на базе теории N-го порядка для мнимых ветвей к точному решению 
во втором квадранте комплексной плоскости в некоторых узлах решетки Миндлина. 
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ABSTRACT 
 

A new formulation of the initial-boundary value problem of the N-th order orthotropic 
shells theory based on the methods of analytical mechanics of continuum systems is proposed 
below. Some smooth base surface is introduced, and curvilinear coordinates are determined  
on the two-dimensional manifold corresponding to the base surface. The model of a non-thin 
shell as a three-dimensional elastic body is defined by a set of field variables of the first kind, 
and the spatial and boundary densities of the Lagrange functional. As a field variable of the first 
kind, a pseudovector of displacement is considered, given by covariant components of the 
vector of true displacement in the basis of the tangent bundle of a two-dimensional manifold. 
The components of the generalized stress pseudovector on sections with normal unit co-directed 
to the base vector of one of the curvilinear coordinates are defined by differentiating the spatial 
density of the Lagrange functional by covariant derivatives of the components of the 
displacement pseudovector in the selected direction. By Legendre transformation of the spatial 
density of the Lagrange functional with respect to to the covariant derivatives of the field 
variables, the spatial density of the mixed functional is obtained, depending on the state 
variables – the introduced stress pseudovector, displacement and velocity pseudovectors, as well 
as covariant derivatives of the components of the displacement pseudovector in the second 
coordinate direction. A biorthogonal base system of functions of the dimensionless normal 
coordinate is introduced, a system of new state variables defined on the tangent bundle of a two-
dimensional manifold corresponding to the basis surface is determined by the series coefficients 
of state variables with respect to the biorthogonal base system. The surface and contour 
densities of the mixed functional defining the two-dimensional shell model are obtained by the 
corresponding reduction of the spatial and boundary densities of the mixed functional while 
retaining first N+1 series coefficient. The Euler-Lagrange equations, which follow from the 
Hamilton-Ostrogradsky principle, are resolved hence with respect to covariant derivatives  
of new state variables and, in a certain sense, are equivalent to the known Routh equations  
of the analytical mechanics of discrete systems. The application of the generalized Routh 
equations of the N-th order shell theory to problems of normal wave dispersion leads to a 
spectral problem linear with respect to the wavenumber, which allows one to construct as well 
real as imaginary and complex branches of dispersion curves corresponding to propagating and 
evanescent wave modes. A solution of the spectral problem for an isotropic plane layer  
is obtained and the solution convergence based on the N-th order theory to the exact solution  
in the second quadrant of the complex plane at some nodes of the Mindlin grid is studied  
for imaginary branches. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Решение задачи о дисперсии нормальных волн в тонкостенных волноводах 
является теоретической основой разработки методов неразрушающего контроля  
и выявления дефектов в различных элементах из композиционных материалов [1] 
– как слоистых, так и функционально-градиентных [2,3]. Полное исследование 
дисперсии требует построения не только действительных ветвей дисперсионных 
кривых, соответствующих распространяющимся модам нормальных волн,  
но также мнимых и комплексных ветвей, соответствующих затухающим модам.  
С теоретической точки зрения роль комплексных корней особенно важна «…для 
построения полных наборов частных решений, дающих возможность 
удовлетворить граничным условиям на торцах волновода» ([4], с.128).  
В инженерной практике затухающие нормальных волны играют существенную 
роль в неразрушающей диагностике. Так, автор работы [5] доказал возможность 
экспериментального обнаружения усталостных трещин, излучающих затухающие 
моды, которые «… вносят значительный вклад в локальные амплитуды моды 
(волн) Лэмба на границе трещины»† ([5], с. 134). Известные методы передаточных 
и реверберационных матриц (см. обзор [2]), одним из ключевых недостатков 
которых является неустойчивость решения либо на высоких, либо на низких 
частотах [2], а также метод глобальных матриц требуют сложных итерационных 
алгоритмов вычисления корней трансцендентного характеристического 
уравнения, особенно комплексных [2]; к решению трансцендентного уравнения 
сводится и метод степенных рядов (см. напр. [6]). Эффективной альтернативой 
являются методы полуаналитических конечных элементов ([7,8], см. также обзор 
[3]) и особенно метод, именуемый зарубежными авторами «методом 
ортогональных полиномов», предложенный в работах [9-11], основанный  
на разложении неизвестных задачи в обобщенные ряды Фурье по некоторой 
ортогональной системе (напр., для слоя – по полиномам Лежандра); таким 
образом, осуществляется пространственная редукция модели волновода  
в трансверсальном направлении. Заметным преимуществом данного подхода 
является приведение задачи о дисперсии волн к спектральной задаче 

( ) 2 0,κ −ω =A I  где собственным значением в исходном варианте метода [9-14] 

является квадрат фазовой частоты волны ( )2 ,ω κ  κ  – волновое число; алгоритмы 
численного решения спектральных задач, как правило, устойчивы. Метод 
применим в случае слоистых волноводов с близкими свойствами слоев [12], 
функционально-градиентных волноводов различной формы [13,14] и допускает 
обобщение на случай слоистых волноводов с существенно различными 
физическими константами слоев [15,16] (см. также обзор [3]), а также на случай 
моментно-упругих материалов [17]. Вычисление эффективных упругих 
постоянных двумерной модели волновода для неоднородного материала сводится 
к операции интегрирования, причем использование известных рекуррентных 

                                                           
† Crack-induced NPLs are the attractive feature to identify and localize an invisible crack, because they 
… significantly contribute to local Lamb mode amplitudes at a crack interface 
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соотношений для ортогональных полиномов [18] существенно снижает затраты 
машинного времени [19,20]. 

Построение мнимых и комплексных ветвей дисперсионных кривых  
на основе метода ортогональных полиномов не приводит к вычислительным 
затруднениям, но требует перехода к спектральной задаче ( ) 0,ω − κ =B I  

линейной относительно волнового числа ( )κ ω . Большинством авторов такой 
переход осуществляется на этапе постановки спектральной задачи введением 
переменной ( ) ( )k k

i iP U= κ , где ( )k
iU  – амплитуда перемещения, соответствующее k-й 

базисной функции ( ) ( )p k ζ , ζ  – трансверсальная координата [21-23]. Уравнения 
движения формулируются, как и в случае традиционного метода ортогональных 
полиномов, в обобщенных перемещениях. В работе [21] построены 
дисперсионные ветви распространяющихся и затухающих волн для однородного, 
в [24] – функционально-градиентного пьезоупругого цилиндрического волновода 
секториального сечения; в работе [23] – для окружных волн в пьезоупругой, в [22] 
– упругой функционально-градиентной, а в [25] – в ортотропной упругой пологой 
сферической оболочке из волокнистого композиционного материала. Позднее 
авторами решены задачи о дисперсии волн в вязкоупругих волноводах: 
функционально-градиентном полом цилиндре [26] на базе модели Кельвина-
Фойхта и пластине с предварительными напряжениями [27] на основе модели 
дробного порядка. Наконец, в [28] приводятся результаты для термоупругого 
призматического волновода, полученные на основе теории Грина-Линдси. 

Следует заметить, что «метод ортогональных полиномов» представляет 
собой одно из приложений общей «трехмерной» (в соответствии с терминологией 
А.А. Амосова [29]) теории оболочек к рассматриваемому классу стационарных 
задач динамики тонких тел. Здесь и далее под теориями оболочки понимаются 
модели, формулируемые в терминах двумерного многообразия S  [30]  
и являющиеся континуально-дискретными [31]. Трехмерные теории оболочек, 
допускающие адекватное приближение напряженно-деформированного состояния 
в т.н. областях неприводимости (т.е. в тех областях 3V V∈ , где трехмерное поле 
тензора напряжения ( )M ′σ , 3M V′∈  не может быть с допустимой погрешностью 

восстановлено по главному вектору ( )MT  и главному моменту ( )MM  
внутренних сил, заданных на соответствующей подобласти 3S S⊆  двумерного 
многообразия [31]), подразумевают введение дополнительных степеней свободы, 
кроме вектора перемещения ( )Mu  и, возможно, вектора вращения ( )Mφ , 
M S∈ . Так как решение проблемы приведения трехмерной начально-краевой 
задачи механики деформируемого твердого тела к двумерной задаче теории 
оболочек не единственно [31], существуют различные классы трехмерных теорий, 
основанные на разных методах приведения: полуобратном (т.е. методе гипотез) 
[32], асимптотическом интегрировании уравнений механики деформируемого 
твердого тела [33-36], вариационно-асимптотическом подходе [37], методе 
множественных базовых поверхностей (напр., [38,39]), разложении неизвестных  
в ряды Маклорена [31] или ряды Фурье по некоторой системе базисных функций 
нормальной координаты [29,31,40], и др. (см. напр. обзорные работы [41,42]). 
Приложение метода гипотез к задачам динамики оболочек ограничивается,  
в основном, низкочастотными приближениями и низшими ветвями 
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дисперсионных кривых; кроме того, построение полуобратным методом 
непротиворечивых теорий высокого порядка затруднительно [43-45]. 
Асимптотический подход – как к построению двумерных моделей [35],  
так и к анализу решений на их основе [46] – является на текущий момент 
наиболее эффективным инструментом качественного анализа динамики тонкого 
неоднородного тела [47], позволяя выявлять новые эффекты (кромочные волны  
в пластинах [48] и оболочках [49], волны в наследственно-упругих волноводах 
[50] и вязкоупругих волноводах [51], низкочастотные волны в кровеносных 
сосудах [52] и др.). однако, построение высших приближений (там, где они 
необходимы) на базе асимптотического сталкивается с трудностями, особенно  
в случае неоднородных тел. В свою очередь, метод редукции пространственной 
размерности трехмерной задачи механики деформируемого твердого тела, 
предложенный в работах [29,40,53-57] и ряде других обладает рядом 
преимуществ: в первую очередь, обеспечивает построение иерархии моделей 
различного порядка на основе единой формулировки [29,58], кроме того,  
«… иерархические модели, полученные таким образом, способны 
аппроксимировать решение полной трехмерной задачи… в различных нормах, 
что не свойственно моделям, полученным, например, с помощью методов 
асимптотического разложения»‡ ([59], с.2). В качестве системы базисных 
функций в пространстве [ ]1,1H −  при построении теорий оболочек вводятся, как 

правило, ортогональные на отрезке [ ]1,1−  полиномы Лежандра [40,53-57,60-63] 
(либо полиномы Чебышёва [64]). Таким образом, редукционный подход к 
построению иерархических теорий оболочек высокого порядка идентичен методу 
ортогональных полиномов в задачах о дисперсии нормальных волн [1] и приводит 
к начально-краевой задаче динамики тонкого тела, обеспечивая моделирование 
криволинейных волноводов различной формы и решение нестационарных задач 
для оболочек (см. напр. монографию [53]). 

Из представления Н.А. Кильчевского об оболочке как системе  
с редуцированным числом степеней свободы в направлении, нормальном 
базисной поверхности [31], иерархического подхода А.А. Амосова к построению 
теорий оболочек высшего порядка [29] и возможности распространения 
вариационного формализма аналитической динамики на континуальные системы 
[65] следует дальнейшее развитие иерархической теории оболочек как двумерных 
Лагранжевых систем. Модель оболочки [66-68] задается на двумерном 
многообразии, соответствующем некоторой гладкой базисной поверхности  
(в общем случае не срединной) конфигурационным пространством  
с переменными поля первого рода [65], определенными коэффициентами 
разложения вектора перемещения по биортогональной системе базисных функций 
нормальной координаты, поверхностной и контурной плотностями функционала 
Лагранжа, вытекающими из пространственной и граничной плотностей 
Лагранжиана в результате редукции; удержание 1N +  члена в частичной сумме 
порождает теорию N-го порядка [29,66]. Уравнения движения оболочки [66-68] 
являются уравнениями Лагранжа второго рода двумерной континуальной 
системы. Приложения теории N -го порядка к задачам о дисперсии нормальных 
волн в упругих системах рассмотрено в работах [69-79]. В статье [69] получена 
                                                           
‡ The hierarchical models obtained in this way are capable of approximating the solution of the full,  
three-dimensional problem… in various norms, a feature not shared by models obtained from, for 
example, asymptotic expansion techniques. 
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формулировка спектральной задачи и показана сходимость решений в плоском 
упругом слое, полученных на базе теорий различного порядка, к точному 
решению задачи Рэлея-Лэмба [4] для частот запирания распространяющихся мод 
нормальных волн, а в [71] – при некоторых характерных ненулевых значениях 
волнового числа. В работе [70] показана сходимость форм распространяющихся 
мод на частотах запирания, вытекающих из приближенного решения, к точному 
решению [4] по норме евклидова пространства. В статье [72] исследовано явление 
т.н. «обратной волны» [4], т.е. второй дисперсионной ветви продольных мод  
в области отрицательных групповых скоростей, и показана достаточность теорий 
6-7 порядков для его описания, а в [73] построены формы продольной волны  
в области 0gc < . Следует заметить, что применение в общем случае 
биортогональных разложений и ковариантная формулировка уравнений движения 
теории оболочек N-го порядка [68] позволяет применять в качестве базиса, 
помимо ортогональных полиномов, также и финитные функции формы;  
в последнем случае приложение теории к задачам о дисперсии нормальных волн 
приводит к спектральной задаче, соответствующей полуаналитическому методу 
конечных элементов; сравнение сходимости решений, полученных на основе 
единой формулировки иерархической теории оболочек при использовании 
полиномиального и финитного базисов приведено в статье [78]. Таким образом, 
как метод ортогональных полиномов, так и метод полуаналитических конечных 
элементов являются частными случаями теории оболочек N-го порядка в классе 
задач о дисперсии нормальных волн в тонкостенных упругих волноводах. 

Сходимость решения спектральной задачи зависит в том числе  
от удовлетворения условиям отражения волн на поверхностях волновода [4],  
т.е. от краевых условий на лицевых поверхностях оболочки. Вариационный 
формализм аналитической динамики континуальных систем позволяет 
обеспечить точное удовлетворение краевых условий, переносимых на базисную 
поверхность оболочки и рассматриваемых в качестве уравнений связей 
вариационной задачи [74]; уравнения движения строятся методом множителей 
Лагранжа [74,77]. Решение спектральной задачи в данном случае возможно как 
путем исключения множителей с переходом к вырожденной обобщенной 
спектральной задаче, так и на базе метода Голуба [80] решения задачи  
о стационарных значениях с ограничениями [75-77,79]. Сравнение решений при 
учете или пренебрежении связями, показывает заметное снижение эффектов 
запирания в том случае, когда краевые условия на лицевых поверхностях 
удовлетворены точно [77]. 

Вариационная формулировка теории N-го порядка обеспечивает 
определение приведенных упругих постоянных материала волновода, 
неоднородного по толщине, как на основе численного интегрирования,  
так и в случае применения в качестве базиса систем ортогональных полиномов 
[18] аналитически с помощью рекуррентных соотношений (аналогично работам). 
Решение задачи о дисперсии волн в неоднородном функционально-градиентном 
слое получено в работах [78] (для слоя со степенным законом распределения 
объемных долей структурных составляющих по толщине плоского волновода 
симметричной структуры) и [76] (для слоя несимметричной структуры), 
исследована сходимость решения спектральной задачи по частотам запирания, 
построены профили компонентов тензора напряжения, соответствующие формам 
нормальных волн, при нулевом волновом числе [79]. 
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Таким образом, показано, что «трехмерная» теория оболочек N-го порядка 
является основой для решения задач о дисперсии распространяющихся волн  
в упругих неоднородных волноводах, обеспечивая вполне удовлетворительную 
сходимость решения при использовании как ортогонального полиномиального 
базиса, так и финитных функций формы на базе единого формализма. Однако 
полное решение задач о дисперсии волн требует описания не только 
исследованных в цитируемых выше работах распространяющихся мод 
(соответствующих действительным собственным значениям, определяемым 
спектральной задачей, квадратичной как относительно фазовой частоты,  
так и волнового числа), но и затухающих мод (соответствующих как мнимым,  
так и комплексным собственным значениям). Такие решения на базе теории 
оболочек N -го порядка до сих пор получены не были. Вычисление комплексных 
собственных значений возможно при переходе к спектральной задаче, линейной 
относительно волнового числа при рассмотрении фазовой частоты как параметра. 
В известных работах такой переход осуществляется апостериори путем замены 
переменной. В то же время Лагранжев формализм аналитической динамики 
континуальных систем позволяет, применяя преобразование Лежандра, 
естественным образом построить системы уравнений, разрешенных относительно 
производных первого порядка по одной из пространственных переменных и тем 
самым получить требуемую формулировку спектральной задачи, линейной 
относительно волнового числа; при этом вводимые новые переменные имеют 
физический смысл обобщенных усилий. Данный подход схож с квази-
Гамильтоновым формализмом [81-85], однако отличается от метода решения 
задач о дисперсии волн, основанного на формализме фазового пространства [86-
92]. В самом деле, работы [81,82] посвящены решению пространственных задач 
статики упругих тел (криволинейных призматических стержней [81,82], 
ортотропных и анизотропных упругих и пьузоупругих пластин [83,84]  
и трансверсально-изотропных цилиндров [85]) путем преобразования 
функционала Лагранжа по частным производным, соответствующим некоторой 
выбранной координате. Доказываются симплектические свойства полученных  
в результате преобразования матричных операторов системы разрешающих 
уравнений, и строятся решения соответствующих спектральных задач. В работах 
[86-92] в качестве выделенной рассматривается трансверсальная координата; 
задача, тем не менее, сводится к одному векторному уравнению в производных 
второго порядка по данной координате; для решения данного уравнения далее 
применяется разложение неизвестной в обобщенный ряд Фурье по полиномам 
Лежандра, тогда как дальнейшее преобразование к спектральной задаче, 
линейной относительно волнового числа, осуществляется аналогично работам 
[21-28]. Согласно терминологии авторов [81-82], полученные уравнения первого 
порядка именуются Гамильтоновыми; ниже используется терминология 
Н.А. Кильчевского [65], в соответствии с которой квазиканоническими 
гамильтоновыми именуются уравнения не содержащие пространственных  
или временных производных выше первого порядка. В данной статье описано 
построение смешанного вариационного функционала для произвольной 
ортотропной оболочки на базе общей формулировки функционала Лагранжа 
теории оболочек N-го порядка и уравнений, являющихся условиями  
его экстремали и разрешенных относительно ковариантных производных первого 
порядка по одной из координат на двумерном многообразии. Данные уравнения, 
содержащие производные второго порядка по времени и второй криволинейной 
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координате, в определенном смысле аналогичны известным уравнениям Рауса 
аналитической механики. Рассмотрено приложение уравнений Рауса к решению 
задачи о дисперсии распространяющихся и затухающих волн в упругом слое; 
показана сходимость решения для дисперсионных ветвей, соответствующих 
мнимым волновым числам. 
 
 

1. ТРЕХМЕРНАЯ ВАРИАЦИОННАЯ ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ 
ДИНЕМИКИ ОРТОТРОПНОЙ ОБОЛОЧКИ 

 

1.1. Основные геометрические соотношения. 
 

Геометрической моделью оболочки, как двумерного континуума [66,68], 
является гладкое двумерное многообразие S  с определенными на нем 
криволинейными координатами 2Dξ

αξ ∈ ⊆   [55]. Здесь и далее, где не указано 
иное, греческие индексы пробегают значения 1,2. Касательное расслоение TS  

{ }2, ;: , ,M
M S

MTS T T SS d dα α
α α

α
α α

∈

= = ∂ ∈ ∂ ≡ ∂ ∂= ξξ ξr r r 



 (1.1) 

задано полями векторов , 1, 2α α =r  ковариантного базиса; M S∀ ∈  ( ) ( )M α= ξr r  

– радиус-вектор, оснащено метрикой a βαβ α= ⋅rr , ( )deta aαβ=  [68,93]; далее всюду 
принято правило Эйнштейна суммирования по повторяющемуся индексу. 
Нормальное расслоение NS  многообразия S  определено так [93] 

{ }21, : ,,M
M S

MNS N S N d dS
∈

= = ζ = ∧ ζ∈n n r r 



   (1.2) 

здесь и далее символами « ⋅» и «∧ » обозначены скалярное и векторное 
произведения, ,a a aα αγ αγ α

γ βγ β= = δr r . Ковариантные компоненты тензора 
кривизны S , определенные соотношениями Вайнгартена b α βαβ = −∂ ⋅n r ; 

c b bγαβ α γβ=  – компоненты тензора третьей квадратичной формы. Векторные поля 

Ковариантное дифференцирование на TS  далее обозначено символом α∇ . Для 
произвольного векторного поля на TS NS⊕  справедлива запись 3u uα

α= +u r n . 
Моделью оболочки как трехмерного тела является многообразие 3V ⊂  , 

,, BV V V V S S±= ∪∂ ∂ = +  где S±  – лицевые поверхности оболочки, BS  – ее 
боковая поверхность. Пусть S  – базовая поверхность V , т.е. [ ]1 1, ,α ∈ −ξ ζ  – 
нормально связанная с S  пространственная система криволинейных координат 
[40], такая, что ( ) ( ) ( )MM V hα α∀ ′∈ ′ = ξ + ζ ξR r n  [68], где h  – толщина 

оболочки (предположим далее ( )h h α≠ ξ ). Расслоение многообразия V  
определено следующим образом 

{ }2

,

: , ;,

MVM

M

TV T V

T V d d ddα
αα α

′′∈

α
′

=

= ξ + ζ ∂ ξ ∈ ∈= ζRnR R  



    (1.3) 

для произвольного векторного поля на TV  справедлива запись 3u uα
α= +u R n . 

Базисы TV  и TS NS⊕  связаны уравнениями параллельного переноса [40]  
, ; , ; ,A A A A A h bα β α β β⋅β α⋅ β⋅ ⋅α ⋅β

α⋅ ⋅β ⋅
β

α β α βα β⋅ α⋅ α α= = = = = δ − ζR r R r r R r R  (1.4) 
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( ) 2 21 2 , 1 2 ,a aA h H h b h H h K
g g

β β
α

⋅
⋅α α
β  = − ζ δ + ζ = − ζ + ζ   

( )1
2 , det , ,K b H b A A⋅β β⋅α β

α α α⋅ ⋅α= =  являются компонентами тензоров 1, −A A  [93] 

1

;

,

A A

A A

α α α
α β α β

−

⋅β ⋅β
α⋅ ⋅

β⋅ ⋅ β
α

α
⋅

α
β ⋅α βα

α

= + = + = +

= + = + = +

A R r nn r r nn R R nn

A r R nn R R nn r r nn
 

аналогичных градиентам места в нелинейной теории упругости [94] 

1 1

;
: , : .

: , :NS TV T S NS
T S NS T V TV

V
S S

TS T
T N− −

⊕ → → ⊕

⊕ → → ⊕

A
A

A
A

 

 
     (1.5) 

Здесь введены обозначения кокасательных расслоений T S  и T V  
{ }
{ }

2

2

, : ;

, : .
M MS

MV

M

MM

T S T T S

T V T V T d

S

V
∈

′

α
α α

α
′∈ α α′

= = β β

= = β + ζ β

∈

∈

r

R n









  

  
 

 
1.2. Кинематика деформирования оболочки как трехмерного тела. 

 

Пусть ( ), ,M tζu  – поле вектора перемещения, являющегося в терминах 
Лагранжевой механики континуальных систем [65] переменной поля I рода 

( ) { }( ) ( ) { }( )1
3 , , : 0 0 .t Vu u T V Cβ α

β + ++ = × ∪ →ξ × ∪ζR n u  

  (1.6) 
В силу (1.1), (1.2), (1.3) и (1.5) существует биективное отображение [93] 

[ ],1,1T S NT V S⊕ ×= −          (1.7) 

и поле вектора перемещения (1.6) может быть задано на [ ]1,1T S NS⊕ × −  

[ ] { }( )
[ ] ( ) { }( )

3

1

1,1 0

1,1 ,

:

0

u u

T S NS C

Sβ
β +

+

+ = × − × ∪ →

→ ⊕ × − × ∪

r un 



 
     (1.8) 

т.е. переменная поля первого рода определена в базисе ,αr n , не зависящем от ζ . 
Компоненты вектора u  на T SS N⊕  и на T V  связаны соотношениями (1.9) 

, .u A u u A u⋅α γ⋅
γ⋅ α γ⋅αγ α= =          (1.9) 

Введем вектор квазиперемещения U , определенный следующим образом 
3 .u uα

α= = +⋅U u rA n                  (1.10) 
Пусть α

α ζ= ∂ ∂+∇ R n  – оператор «набла» на TV  [68]; с учетом (1.8) тензор 
дисторсии ⊗=∇d u  записывается в двухточечном представлении [66] 

{ }( ) ( ) [ ] ( ) { }( )10 1,1 0: D T V T S NS CS ζ + +× × ∪ → ⊗ ⊕ × − × ∪d  

    

( ) ( )3 3 33 ;u u d d d dα β α β α β
α ζ β αβ α 3β⊗+= ∂ ∂ + = + + +d R r n R r Rn n r nnn     (1.11) 

3 33 3 33 3, ; , .d u b u d db u uu u d⋅ β
αβ α α α αβ αβ β ζβ⋅ ζ β= ∇ ∇ = ∂ ∂− = + =           (1.12) 

С другой стороны, с учетом (1.4) тензор дисторсии может быть записан так 

33 33 ,dd d dγβ β γ
β γ β γ= + + +R R R nd nR nn

  

              (1.13) 

3 3 3 3 33 33; ; ; .d d d d d dd A d A⋅α ⋅α
γβ γ⋅ αβ β β γ γ⋅ α= = = =

  

            (1.14) 

Линейный тензор пространственной деформации оболочки 1 1
2 2

Τ= +e d d   
определяется с учетом (1.13), (1.12) и (1.14) следующим образом 
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( )
( )

1
32

1 11
3 3 33 32

;

; ,

e u u A A A b uu

e h u b h uu A u eα

δ⋅ ⋅γ ⋅γ
β α ααβ β δ β βγ

−

⋅γ α⋅ α⋅

δ γ −
α ζ α δα ζ

⋅
⋅γ

= − −

= ∇ + ∂ +

∇

∂

+∇

=

∇

 

  



            (1.15) 

где uβ γ∇   – ковариантные производные компонентов вектора U  (1.10). 
 

1.3. Вариационная формулировка задачи динамики оболочки  
как трехмерного упругого тела на основе функционала Лагранжа  

и обобщенного функционала Рауса. 
 

Динамика оболочки описывается принципом Гамильтона-Остроградского 

( )1

0

H 0, H .
t

V Vt V V
dtdV dS∂∂

δ = = +∫ ∫ ∫                (1.16) 

Здесь V  – пространственная плотность функционала Лагранжа, V B∂ ±= +    – 
его граничная плотность (здесь и далее принято обозначение tu u≡ ∂ ∂ ) 

1 1
2 2 , , , , 1, 2,3;i ijpq i

i ij pq iV u u C e e F u i j p q= ρ − +ρ =
 

    

              (1.17) 
3 3

3 3; ;
B B

B BS S S SBq u q u q u q u
± ±

α
±

α
± α α±= + = +                 (1.18) 

контравариантные компоненты ijpqC


 тензора упругих констант C


, также  
как и компоненты главного вектора внешних сил ρF  отнесены к базису ,αr n  

( )3 3, .BF F q qα α
α αρ = ρ =ρ + == +⋅ ⋅F F r n qA Aq r n

 

   
Вариационную постановку задачи динамики (1.16) замыкают начальные 

условия 

0 0 00

0 0 0 0
3 3 3 3; ; ; .

t t t t t tt t
u u u u u v u vα α α α= = ==

= = = =   

             (1.19) 

Принимая во внимание (1.15), приведем плотность V  (1.17) к виду 

( ) ( ) ( )
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3 31
3 3 3 32

33 11
3 32
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3
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u u A A A b
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⋅ γ⋅
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β α α

α
α α α α α

αβγδ αβ −
γ δ γ ν δ δµ ζ

β ε β βλ⋅λ α
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∇ ∇

∇ + ∇ ∇

∇ + ∇ ∇ ∂ ∂ −
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 − − − + ∂ × 

× − − −

−



     

  

  

 

 

 









( )( )13 1 1 1
3 32 2 2 2

1 1 .h u A b u h u A b uu u− γ − λ
ζ α α δ β ζ β β

δ⋅ ε⋅
α ⋅γ λ ε⋅∇ ∇+ ∂ + + ∂ +   

 (1.20) 

Таким образом, лагранжева модель оболочки в трехмерном представлении 
задана конфигурационным пространством { }3Ω = U , пространственной (1.20)  
и поверхностной (1.18) плотностями функционала Лагранжа. Выделим далее одну 
из координат на S  (напр., 1ξ ) и введем обобщенные напряжения на основе (1.20) 

( ) ( )1
1

31
13; .V Vu uα

ασ = ∇−∂ σ = −∂∂ ∂ ∇                (1.21) 
Учитывая соотношения Петерсона-Кодацци и (1.4), из (1.21) получим 

( )
( )

11 1111
1 1 1 3

1122 1133 1
2 2 3

1 1 1

2 2 1 2 3;

A A b

A A b

C u u A u

C u u A u C h u

α⋅ ⋅β ⋅β
⋅β ⋅ ⋅ β

α⋅ ⋅β ⋅β
⋅β ⋅ ⋅ β

α

−
α ζ

∇ ∇σ = − − +

+ − − ∂+∇ ∇



  

 

 

           (1.22) 

( )2
12 1212

1 1 12 322 1 2 2 ;C u u A A bu A uα
α⋅ ⋅β ⋅β
⋅β ⋅ ⋅ β∇ ∇σ = + − −∇



                (1.23) 

( )13 1313 1
31 1 1 .2h uC Au b u⋅ γ

δ
− δ

ζ ⋅γσ = ∇ + ∂ + 



               (1.24) 
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Определяющие уравнения (1.22)-(1.24) разрешимы относительно 
производных 1 , 1, 2uα α =∇   и 31u∇ ; обратные определяющие уравнения имеют вид 

( )
11 1122 1133

1
1 1 2 2

1

3 31111 1 2 2 1 2

1

1

1

1 1 1111

31 ;

C Cu u u A u h
C

A A b

b

u
C C

A A uAu

α⋅ ⋅β ⋅β
⋅β ⋅ ⋅ β ζ

α⋅ ⋅β ⋅β
⋅

−
α

β ⋅ ⋅ βα

∇ ∇ ∇ ∂

∇ +

σ
= − − − − +

+

 



  

  



       (1.25) 

12

1 2 2 1 3121 2 1 22 12 2 ;u u u A uA b
C

Aα
α⋅ ⋅β ⋅β
⋅β ⋅ ⋅ β∇ ∇

σ
+= + ∇−



  

              (1.26) 

13
1

3 13131 1 1 .2 bu h
C

u A u− δ⋅
ζ γ

γ
δ⋅

σ
∇ = −− ∂ 





               (1.27) 

Осуществляя преобразование Лежандра плотности функционала Лагранжа 
(1.20) по 1 , 1, 2uα α =∇   и 31u∇ , получим плотности смешанного функционала V  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

13
1 1 1 2 2 3

1
2

2 2

111 12 1 3
1 2 3 3 3

2 2 211 12 13
2 3

3 3 1111 1212 1313

1122 1133
11 1

31111 1111

, , , , , ,

1
2

,V Vu u u u u

u u u F u F u
C C C

C C

u u

C

u

u u
C

u

h

α
α α

α α

−

α

α α

ζ

σ + σ + + = σ σ =

 σ σ σ
  = ρ + +ρ + + + + −   
 

 
−σ + ∂ 

∇ ∇ σ ∇ ∇

 

∇

∇

     





  





   



  

 


  





 

 

( )

( )

1122

2 11111

1122
12

3 2 31111

13 21
1

2
1

2 1

2 2 1 1 2 1 1 2 1

221
2 2 2 22 2 2

2

2

u

u

C A A A A u
C

C A b A b u A u A b u
C

h Cu A b u u A A u A

A

b

δ⋅ ⋅γ δ⋅ ⋅γ
⋅γ ⋅ ⋅γ ⋅

⋅γ ⋅γ δ⋅ ⋅γ ⋅γ
⋅ γ ⋅ γ ⋅γ ⋅ ⋅ γ

δ⋅ γ δ⋅ ⋅γ ⋅
γ

δ

δ

−
ζ

γ
⋅ δγ ⋅γ ⋅ ⋅δ

  
− + −  
 

   − + −σ − + −     

−σ ∂ + −

∇ ∇

∇ ∇

∇ − ∇ −













 



   ( )
( ) ( )
( )

2

2 2 2 2

223

3

3

23 11

22233 1 3333 21
2 2 3 3

1

2

1
2 32 2 22 2 ,

C A A u A b u h u Cu

C u h

h u

u A b u

δ⋅ ⋅γ ⋅
δ

γ
⋅

−

− −
γ ζγ ⋅ ⋅

δ⋅
γ

ζ

γ
ζ ⋅ δ

− −

−

− ∇

∇

− ∂ ∂∇ −

∂− + +



 









(1.28) 

3 3
3 3, .

B B
B BS S S SBq u q u q u q u

± ±

α
±

α
± α α±= + = +                  (1.29) 

где использованы следующие обозначения обобщенных упругих констант 

( ) ( )

( ) ( )

2 21122 1133
2222 2222 3333 3333

1111 2222 1111 3333

2233 2233 1122 1133 1111 2233

1 ; 1 ;

1 .

C C
C C C C

C C C C

C C C C C C

   
   = − = −
   
   
 = − 

 

 

 

   

    



 

Соотношения (1.28) и (1.29), таким образом, определяют преобразование 
Лежандра функционала Лагранжа по ковариантным производным переменных 
поля первого рода по координате 1ξ , т.е. задают функционал на пространстве 

{ }3 1
1 ,Ψ = U s  состояний системы, где 1 13α

α= σ +σs r n   – вектор квазинапряжения 

[ ] { }( )
( ) [ ] ( ) { }( )

1 13

1

1,1

.

: 0

1,1 0

S

TS NS C
+

+

α
ασ + σ × − × ∪ →

→ −

=

⊕ × × ∪

r n s








            (1.30) 

В работах [81-85] функционал, полученных аналогичным образом для задач 
статики призматического стержня или цилиндра, назван гамильтонианом,  
а уравнения, являющиеся условиями его стационарности – гамильтоновыми. 
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Следуя терминологии [65], а также [95], под гамильтонианом будем понимать 
функционал, полученный в результате преобразования Лежандра функционала 
Лагранжа по всем пространственным и временным производным переменных 
поля первого рода. Полученный выше функционал аналогично (1.28), (1.29) 
представляется в определенном смысле аналогичным функции Рауса  
в аналитической динамике дискретных систем [96]. С учетом (1.28) и (1.29) 
принцип Гамильтона-Остроградского (1.16) записывается следующим образом 

( )1

0

13
1 1

1
3H .

BSV

t

t V BS Bu dV dS du S dt
±

±
α

α ±
 = −σ − + +  

∇ σ ∇∫ ∫ ∫ ∫
         (1.31) 

 
 

2. ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРИИ ОБОЛОЧЕК N-ГО ПОРЯДКА 
 

Введем на гильбертовом пространстве [ ]1,1−  базисную систему ( ) ( )p k ζ , 

[ ]1,1ζ∈ − , вообще говоря, биортогональную, так что [ ] ( ){ }
{0}

1,1 p k k∈ ∪
− =



  

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1

1

11
p : ;

;

p , p p p

p ,p , p ;p

m m
k

m m
k

m m
k k

nm nm
k m kk km mGG

d

G G

−
∃ δζ ζ ζ≡

==

ζ =

= δ

∫
   (2.1) 

Здесь и далее к латинским индексам, заключенным в скобки и пробегающим 
значения, принадлежащие { }0∪ , применяется правило Эйнштейна. 

Предполагая ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]1
31,1 , 1,1 , 1,1 ,, , , , , ,u t u t tβ β α β

α ∈ − ∈ξ ζ ξ ζ σ −ξ ζ− ∈     

( ) [ ]13 ,, , 1,1tβσ ∈ −ξ ζ   определим 3,u uα
  их коэффициентами разложения Фурье  

по базису ( ) ( )p k ζ  (2.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3

1

13 33

, , , p , , , p ;

, , , p , , , p ,

k
k k

k k

k

k
k

u u u

u u

t t t u

t t t uu

α α ζ
β β β

α

β β α

ξ ζ = ξ ζ ξ =

ξ ζ = ξ ζ ξ =

  

   (2.2) 

тогда как 1 13,ασ σ   зададим их моментами относительно базиса ( ) ( )p k ζ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1

3 1 13 1

1

1, , , p , , , p ;

1, , , p , , , p .

k
k k k

k
k k k

a gt t t h
h g a

a gt t t h
h g a

1α β α β α β α

1 β α β β α

 
σ ξ ζ = σ ξ ζ σ ξ = σ  

 

 
σ ξ ζ = σ ξ ζ σ ξ = σ  

 

   

   

  (2.3) 

С учетом (2.2), (2.3) и (2.4) пространственная (1.28) и граничная  (1.29)
плотности обобщенного функционала Рауса преобразуются к виду (2.5) и (2.6) 

1

1
:

V SV VdV hdS g ad
−

= ζ∫ ∫ ∫         (2.4) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

1 13
3 3

31
3 32 3

221 1 111
1 1 2 22 11

331
111 11

2 2 3

1111 11

, , , , , , ,k k k k
S t tk k

m k k k k
k m m k k

km k m
k m k m

k k m k k
m m m

k
m

k

n
m n

ku u u u

u u u u F u F u

u

u b h D u

u u

b

α
α α

α α
α

⋅

α

⋅λ µ
λ µ ⋅

α ⋅ α ⋅ β ⋅ ⋅−
α β ⋅⋅

α

β
⋅ 2β ⋅⋅

⋅
⋅

σ σ ∂ ∂ =

= ρ + + + +

+ σ Β σ

−

∇ ∇

Κ Α Κ Α −

− σ Κ ∇ −

+ − + Κ

   



  

 



 

   





( )
3
m  −

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( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( )

2 1 312 12

1
13,

222

2

2

1

22
2

1
1

, 22, 1 22331

3
1 1

2 2 2 2 3

2 2

2

1
22

2

2

2

2

2

2

k m k m
m m

k m
m

m n m
km km km kn m

k m
km k

k

m km

k

k m
k m

k m

u b u

h u

C C u b C h C D u

u C b b C u b C h

u

D u b

u u

α ⋅ β ⋅
α β⋅ ⋅

α ⋅−
αβ ⋅

⋅α β −
α β ⋅

αβ γ δ α
γ

⋅ β
⋅

β αβ
α β βδ

 − σ − − 

− σ + −

 − ∇ ∇ − 

∇ Α + Α

Α

− −

−



+ + −

−



 







 

 



 

( ) ( )
( )( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( )
( ) ( )( )2323 1 11

2 3 2 2 32

1 33,
3

1 1 3333 33,1
3 2 2 2 32

23,2 ,k k l m m n
km l

n m
kn m

l k n m
k m

n

ln m k km

m
kmC u h

C D u

h D u h C D C

D u b u

b C b b u

C u h D u

⋅− α
⋅

⋅ ⋅− − β α

⋅ ⋅− β −
2 2⋅ ⋅

β
β α β⋅ ⋅

α
αβ

  −  

− − −

 
 +∇ 

−

− + ∇ +








 (2.5) 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )3

3 3, ,k k k k
k B ku u q u q uα

Γ α αΓ Γ Γ
= +         (2.6) 

где [ ],, , , 0k m n N…∈ ∩ , (2.5) – поверхностная, (2.6) – контурная плотности 
функционала теории оболочек N-го порядка [68]. Вариационная постановка 
начально-краевой задачи динамики оболочки вытекает из принципа Гамильтона-
Остроградского (2.7) при начальных условиях (1.19), приведенных к виду (2.8) 

( )
( )

( )( )1

0

1 13
1 1 3H ;

t

S S

k
kkt S

u dS d dtuα
Γα ∂

 = − ∇ σ Γ∇σ − +∫ ∫ ∫
       (2.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0
3 3 3 3; ; ; .k k k k k k k k

t t t t t t t t
u u u u u v u vα α α α= = = =

= = = =   

   (2.8) 

Здесь и далее использованы следующие обозначения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3

1 1

, p 1 , , p 1k k
k k k k

g gF h F q q F h F q q
a a

α α α α
+ − + −
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   

 

   

– компоненты главного вектора внешних сил на моделирующей поверхности S ; 

( )
( ) ( )

( )( )
1

p , pk k
m mh g aρ = ρ  

– обобщенные моменты инерции модели оболочки N-го порядка; 
( ) ( ) ( ) ( )( )11 1 1
1 1

1
p , pkm k mh a g C

−− λ µ
λ µΒ =



 

– коэффициенты податливости модели оболочки N-го порядка; 
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– безразмерные коэффициенты; 
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αβ α⋅ ⋅γ
⋅γ ⋅ ⋅δ

   
= =      

   

  
= ∇ =    

  


= ∇



 

 



( ) )2 2 1
p mAβ⋅ ⋅δ
⋅∇

  

– коэффициенты жесткости, ( )
( )

( )
( )( )

1
p , p m

k k
mD ⋅

ζ⋅ ∂= . 

Условием H 0δ =  экстремали  действия по Гамильтону (2.7) являются 
уравнения в общем виде (2.9) и (2.10) 

( )

( )

( )

( )
[ ]1 11 133; , 0, ;k k

k k

S S Nu u kαα

∂ ∂
∇ ∇ ∈ ∩

∂σ ∂
=

σ
= 







      (2.9) 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1
1 2

2

13
1 2

3 3 2 3

;

;k

S
k

S S
tk k k

t

S S
tk k

t

S
k

u u

u

u

u u

α

α α α

∂ ∂
∇ σ = − + ∂ +∇

∂ ∂∇∂ ∂

∂ ∂
∇ σ = − + ∂ +∇

∂ ∂∇∂

∂

∂

∂





 







  

  
             (2.10) 

именуемые обобщенными уравнениями Рауса двумерной континуальной 
системы, и естественные краевые условия (2.11); αν  – компоненты единичной 
нормали на Γ  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

2

1
1 2

13
1 3

2
2

33

0;

0.

k
k k

k
k k

S
k

S
k

u
u

u
u

u

u

α
Γ

Γ
α

Γ

Γ

α

α

 ∂ ∂
ν σ −ν + δ = 

∂ ∂ 
 ∂ ∂
ν σ −ν + δ = 

∂ ∂

∇

∇ 

 









 

 
              (2.11) 

В случае теории оболочек N-го порядка с учетом (2.5) и (2.6) обобщенные 
уравнения Рауса (2.9), (2.10) и краевые условия (2.11) имеют вид 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )( ) ( )

( )
( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

11

12
1 1212 2 1 312 12

13 1
1

22 3311 1
1 1111 2 2 311 11

1 311 11 11

2 1

3 1 11 13 3

;

2 2 ;

2

k km k m k m
m m n m

k k m k m
m m m

k k

k k m
m

m

n

k
m

km k m k m
m m m

k
m

u u h D u

u b u

u u

u D u

b

u b u

h bβ

⋅
⋅

β

⋅ ⋅−
⋅ ⋅

α ⋅ α

β

⋅
2β ⋅

α ⋅ ⋅
α

β
⋅ β ⋅

α⋅ ⋅ ⋅

⋅

β

⋅

⋅ ⋅

−

∇

Κ Α Κ Α

∇ Β σ −∇ Α − Α

∇ Β σ

= Β σ −Κ ∇ − Κ +

+ + + +

= +

= −−

  



 

 

 

( )
( ) ( )

13, ,k m
m uα ⋅

αβ ⋅Α 

           (2.12) 

– определяющие уравнения для ковариантных производных ( ) ( )
1 1 3, 1, 2,k ku uα α =∇ ∇ ; 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

1 112 11 12
2 11 11

13
1 2 2 2 3

1 1 1
2

22

111
1 12

11 2

2

2,1 23,1
213,

1 1 23,1
2 2

1
1
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2

2

2 ;

m
k k

k
m km km

m

m m
k k k m m

m m m
k m

m n m
k m m k
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km km kn

D b u b uh C C

C Cu h b D u Fb b C u

⋅
⋅

⋅−
β ⋅ β

β γ δ −β
βγ

⋅ ⋅
⋅ ⋅

⋅ β β
⋅

⋅β
2⋅δ

⋅

β

∇ σ = −∇ Κ Α Α

Α ∇

+ +

σ − + σ − σ +

+ + σ − ∇ + +

+ρ + −

σ =∇ − Κ∇

  

  



 









 ( )
( )( ) ( )

( )
( )
( )( ) ( ) ( )

( )
( )

2 211 11 12
11 1

2
121 2m m m

m k m
m

kk m
⋅
⋅

⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅Κ Α +Ασ − + σ − σ  

    (2.13) 
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( )
( )

( ) ( )
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( ) ( )

( ) ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
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;
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∇
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
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– уравнения движения, разрешенные относительно ковариантных производных 1∇ ; 
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( ) ( )
( )
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Γ

⋅
⋅

Γ

⋅

⋅

− β
2

β

α
⋅ Γαβ

 ν σ −ν σ δ = 
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−



  

  
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



      (2.14) 

– естественные краевые условия на контуре Γ . Постановку начально-краевой 
задачи теории оболочек N-го порядка замыкают начальные условия (2.8). 

Формулировка статической краевой задачи, вытекающая из (2.12)-(2.14), 
приводит в пространственно-одномерном случае для плоского слоя к решению  
в форме [97,98], для толстостенных оболочек вращения – к решениям [99,100]. 
 
 

3. ПРИЛОЖЕНИЕ ОБОБЩЕННЫХ УРАВНЕНИЙ РАУСА ТЕОРИИ  
N-ГО ПОРЯДКА К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ О ДИСПЕРСИИ НОРМАЛЬНЫХ 

ВОЛН В УПРУГОМ ВОЛНОВОДЕ 
 

3.1. Постановка задачи о дисперсии нормальных волн в упругом слое. 
 

Рассмотрим задачу стационарной динамики для плоского упругого 
изотропного слоя с модулем Юнга E  и коэффициентом Пуассона ν , отнесенного 
к прямоугольной декартовой системе координат 1 2 3Ox x x  так, что 

( ) [ ] [ )1 2 2 3 3: , ; 2, 2 ; 0, ; , : 2.BV x x x h h t S S x h±∈ ∈ − ∈ ∞ ≡∅ = ±  

Пусть 3 0F Fα = ≡ . Обобщенные уравнения Рауса (2.12), (2.13) для слоя  
в рамках теории пластин ( )0, 0b A A⋅β ⋅

αβ ⋅α
β
⋅α=≡ ≡  имеют следующий вид [101] 
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1 1 311
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1 3 113
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;

;

k km k m
m m
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m m

u E h D u

u E h D u

⋅−
⋅

⋅−
⋅

− ν + ν ν
∂ = σ −

−ν −ν
∂ = + ν σ −

    (3.1) 
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

1
1 111 13

1 2
1 3 313 11 2

;
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1 1

m m
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m m l n m
m k m km ln k m

h D u

h D u E h D D u
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⋅

⋅ ⋅ ⋅− −
⋅ ⋅ ⋅

∂ σ = σ +ρ

ν
∂ σ = σ +ρ +

−ν −ν





 (3.2) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1
p , p , p ., pkm k m

km k mE h E E h E− −ζ = ζ=  

Рассмотрим далее нормальную волну, распространяющуюся вдоль оси 1Ox  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,3 1,3 11,13 11,13exp , exp ,k k

k ku U i x t S i x t= κ −ω σ = κ −ω         (3.3) 

1.i = −  С учетом (3.3) определяющие уравнения (3.1) и уравнения движения (3.2) 
приводятся к безразмерной матричной форме записи (3.4) [101] 

( ) 0,iω − κ =  A I Y           (3.4) 
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( )
( )

2

2 ( )
( )

1 20 0
1 2 2

0 0
,
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ν − ν − − ν − ν 
 − 
 ω =
 −ω ρ
 

ν −ω ρ + − ν −ν 

A







 



 

(3.5) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )T0 0

1 1 3 3 11 0 11 13 0 13 ., , ,N N
N NU U U U S S S S= … … … …Y      

Здесь ( ) 1 1
2 0 02 2c E− −= + ν ρ  – скорость волны сдвига в среде с некоторыми 

значениями 0ρ , 0E  массовой плотности и модуля Юнга, ( ) ( ) ( )
1

011,13 11,132 1k kS E S−= + ν , 
( ) ( )1
1,3 1,3

k kU h U−=  – безразмерные амплитуды, hκ = κ , 1
2hc−ω = ω  – безразмерные 

волновое число и фазовая частота, ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 1

0 0 0, , .km km
km km km kmE E E E E E− −= = ρ = ρ ρ 

  
Условием существования нетривиального решения (3.4) является 

дисперсионное уравнение (3.6), линейное относительно волнового числа iκ  
( ) 0.ω − κ =A I            (3.6) 

Собственными значениями оператора (3.5) являются { }0+κ∈ ∀ω∈ ∪ 
  . 

 
3.2. Сходимость приближенного решения задачи о дисперсии волн 

в плоском однородном изотропном упругом слое. 
 

Рассмотрим далее плоский однородный изотропный слой ( )0 0,E E= ρ = ρ ; 
точное решение задачи Рэлея-Лэмба приведено, в частности, в монографии [4]. 

Дисперсионные кривые, соответствующие распространяющимся модам 
( )κ∈   и затухающим модам (мнимые ветви iκ∈   и комплексные ветви κ∈  ) 
нормальных волн, вычисленные на основе теории пластин 19 порядка, приведены 
на рис.1а (продольные волны), рис.1б (изгибные волны). 

В работах [69-79] приведены результаты исследования сходимости решений 
задач о дифракции нормальных волн в упругих волноводах, полученных  
на основе теории N-го порядка для действительных собственных значений,  
т.е. для распространяющихся мод. Полученное выше решение спектральной 
задачи (3.6) для оператора (3.5) для мнимых ветвей дисперсионных кривых 
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исследовано на сходимость к точному решению задачи Рэлея-Лэмба [4]  
в следующих четырех характерных точках второго квадранта, заданных 
пересечениями 3, 4, 5, 6 эллипсов решетки Миндлина с 5, 6, 7 и 8 окружностями 
(рис.2а,б) 

1: 2 1,709; 2 4,698;κ π = ω π =   
2: 2 2,898; 2 5,254;κ π = ω π =   
3: 2 3,985; 2 5,754;κ π = ω π =   
4: 2 5,036; 2 6,216;κ π = ω π =   

 

   
а б 

Рис.1. Дисперсионные кривые продольных волны (а) и изгибных волн (б)  
в плоском изотропном упругом слое. 

 

 
а б 

Рис.2. Дисперсионные кривые, соответствующие мнимым собственным 
значениям: продольные волны (а), изгибные волны (б) (теория 19 порядка). 
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Результаты исследования сходимости решения приведены в Таблице 1 
(продольные моды) и Таблице 2 (изгибные моды) для теорий 7-21 порядков. 
Допустимая погрешность мнимого безразмерного волнового числа N

Kℑκ  
вычисляемого в K-м узле решетки Миндлна на основе теории N-го порядка, 
определятся соотношением 

( ) 1
0.05, 1,2,3,4,N N

K K K K K
−∗ ∗δκ = ℑκ ℑκ −ℑκ ≤ =     

где K
∗ℑκ  – абсцисса точки пересечения соответствующих эллипсов решетки. 

 
Таблица 1. 

Погрешность вычисления безразмерного волнового числа 2 N
Kℑκ π   

в узлах решетки Миндлина: продольные волны. 

K  7N =  9N =  11N =  13N =  15N =  17N =  19N =  21N =  K
∗ℑκ  

1 0,002 0,074 0,006 0,001 0,001 0,001 0,001 0,001 1,709 
2 2,502 2,898 0,055 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 2,898 
3 3,985 3,985 3,985 0,259 0,018 0,001 0,000 0,000 3,985 
4 0,126 5,036 5,036 5,036 0,189 0,004 0,000 0,000 5,036 

 
Таблица 2. 

Погрешность вычисления безразмерного волнового числа 2 N
Kℑκ π  

в узлах решетки Миндлина: изгибные волны. 

K  7N =  9N =  11N =  13N =  15N =  17N =  19N =  21N =  K
∗ℑκ  

1 0,215 0,032 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,709 
2 1,787 1,642 1,580 0,014 0,000 0,000 0,000 0,000 2,898 
3 3,985 3,985 0,271 0,040 0,002 0,000 0,000 0,000 3,985 
4 5,036 2,495 1,330 1,036 0,902 0,012 0,001 0,001 5,036 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Предложена новая вариационная формулировка теории N-го порядка 
отротропных упругих оболочек, основанная на Лагранжевом формализме 
аналитической механики континуальных систем. Оболочка отнесена к системе 
криволинейных координат, нормально связанной с некоторой гладкой реперной 
поверхностью. В отличие от работ [67-69], в качестве переменной поля, 
определяющей трехмерную модель оболочки, в рассмотрение введен вектор 
квазиперемещения, определенный компонентами вектора пространственного 
перемещения на расслоении двумерного многообразия, соответствующего 
реперной поверхности и связанный с перемещением линейным преобразованием, 
заданным тензором параллельного переноса. Получен функционал Лагранжа  
в трехмерном представлении и определен вектор квазинапряжения на площадках, 
ортогональных некоторому выбранному координатному направлению, также 
заданный на расслоении двумерного многообразия, связанный с истинным 
напряжением линейным преобразованием переноса. Путем преобразования 
Лежандра функционала Лагранжа по ковариантным производным компонентов 
вектора квазиперемещения, соответствующим выбранному координатному 
направлению, и соответствующим компонентам вектора квазинапряжения 
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получен новый смешанный функционал для оболочки как трехмерного тела  
и произведена его пространственная редукция, основанная на разложении 
аргументов функционала по некоторой биортогональной базисной системе 
функций нормальной координаты. Модель оболочки N-го порядка, таким 
образом, определена на расслоении двумерного многообразия пространством 
состояний с переменными поля, заданными коэффициентами разложения 
компонентов векторов квазиперемещения и квазинапряжения, поверхностной  
и контурной плотностями смешанного функционала, аналогичного функции Рауса 
в аналитической динамике дискретных систем. На основе принципа Гамильтона-
Остроградского получены уравнения, являющиеся условиями экстремали 
функционала, в силу выбора в качестве переменных поля квазиперемещения  
и квазинапряжения разрешенные относительно их ковариантных производных 
первого порядка по выбранной координате и по форме записи аналогичные 
уравнениям Рауса. Получены естественные краевые условия, соответствующие 
выведенным обобщенным уравнениям Рауса теории N-го порядка, и выполнена 
постановка начально-краевой задачи динамики ортотропной оболочки. 

Одним из основных приложений полученных новых уравнений теории 
оболочек N-го порядка является решение задач о дисперсии нормальных волн  
в неоднородных упругих волноводах. Система уравнений, разрешенная 
относительно пространственных производных по направлению, совпадающему  
с волновым вектором, обеспечивает переход к спектральной задаче, линейной 
относительно волнового числа, а, следовательно, и определение всех ветвей 
дисперсионных кривых – действительных, соответствующих 
распространяющимся модам нормальных волн, чисто мнимых и комплексных 
ветвей, соответствующих затухающим модам. Для плоского изотропного слоя 
получено решение спектральной задачи и проведен анализ сходимости решения 
по величинам мнимых волновых чисел в некоторых точках, соответствующих 
узлам решетки Миндлина. Показано, что для достижения погрешности 
приближенного решения в пределах 0,05 точного значения волнового числа  
в четырех узлах, соответствующих пересечению 3-6 эллипсов решетки Миндлина 
с 5-8 окружностями, достаточными являются теория 15 порядка в случае 
продольных мод и теория 17 порядка в случае изгибных мод затухающих волн. 

Полученная новая формулировка теории оболочек ковариантна и сводится  
к единой форме записи уравнений движения и определяющих соотношений при 
использовании различных базисных систем – полиномов Лежандра или финитных 
базисных функций, соответственно, известные в теории дисперсии методы 
ортогональных полиномов и полуаналитических конечных элементов могут 
рассматриваться как ее частные случаи. Следует заметить, что представляется 
возможной также вариационная формулировка модели оболочки N-го порядка  
в переменных поля второго рода (обобщенных скоростях) и соответствующих  
им скоростях изменения обобщенных сил. Такой подход позволяет, в частности, 
перейти к постановке пространственно-одномерных начально-краевых задач  
в частных производных первого порядка как по пространственной,  
так и по временной переменным и, следовательно, обеспечить эффективное 
численное решение в случае неустановившегося движения на базе алгоритмов 
[102], например, для оболочек, взаимодействующих с окружающей средой 
[103,104]. 
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