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АННОТАЦИЯ 
 

Работа посвящена решению задачи о поперечношовном сильфоне из сплава  
с памятью формы (СПФ) под действием осевой нагрузки в ходе прямого термоупругого 
мартенситного фазового превращения. В качестве частных случаев рассмотрены два 
различных подхода к учету оператора, связанного с коэффициентом Пуассона в ходе 
преобразования Лапласа. В результате выдвинута гипотеза о возможности не учитывать  
в случае рассмотрения несжимаемых материалов оператор, связанный с коэффициентом 
Пуассона в ходе преобразования Лапласа, а считать этот коэффициент параметром 
материала, которая была проверена численно в рамках данной работы. 

Поведение сильфона описывалось в рамках модели линейного деформирования 
СПФ при фазовых превращениях и моделировалось как поведение системы кольцевых 
пластин. Задача решалась в рамках несвязанной постановки, распределение параметра 
фазового состава и температуры по материалу сильфона в каждый момент времени 
предполагалось равномерным. Аналогично пренебрегалось возможностью структурного 
превращения в материале сильфона, переменностью упругих модулей при фазовом 
переходе и свойством разносопротивляемости СПФ. 

Для получения аналитического решения всех уравнений краевой задачи 
применялся метод преобразования Лапласа по величине объемной доли мартенситной 
фазы. После преобразования в пространстве изображений получается эквивалентная 
упругая задача. При решении этой задачи образы по Лапласу искомых величин 
получаются в виде аналитических выражений, включающих операторы, являющиеся 
образами по Лапласу от упругих постоянных. Эти выражения являются дробно-
рациональными функциями образа по Лапласу от параметра фазового состава. Для 
возвращения в пространство оригиналов производится разложение выражений для 
искомых величин в пространстве изображений на простые дроби. В результате 
обращения этих дробей получаются искомые аналитические решения. 
 
Ключевые слова: сплавы с памятью формы; прямое превращение; поперечношовный 
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ABSTRACT 
 

The paper is devoted to solving the problem of a cross-seam bellows made of a shape 
memory alloy (SMA) under the an axial load during a direct thermoelastic martensitic phase 
transformation. As special cases, two different approaches to accounting for the operator 
associated with the Poisson’s coefficient during the Laplace transform are considered.  
As a result, a hypothesis is put forward that it is possible not to take into account the operator 
associated with the Poisson’s coefficient during the Laplace transformation in the case  
of considering incompressible materials, but to consider this coefficient as a material parameter. 
which was verified numerically in the framework of this work. 

The bellows behavior was described in the framework of the model of linear deformation 
of the SMA during phase transformations and was modeled as the behavior of a system of ring 
plates. The problem was solved within the framework of an unrelated formulation, the 
distribution of the phase composition and temperature parameter over the bellows material at 
each moment of time was assumed to be uniform. Similarly, the possibility of structural 
transformation in the bellows material, the variability of elastic modules during the phase 
transition, and the property of the SMA’s resistance to diversity were neglected. 

To obtain an analytical solution of all the equations of the boundary value problem, the 
Laplace transform method was used in terms of the volume fraction of the martensitic phase. 
After the transformation in the image space, an equivalent elastic problem is obtained. When 
solving this problem, the Laplace images of the desired quantities are obtained in the form  
of analytical expressions that include operators that are Laplace images of elastic constants. 
These expressions are fractional-rational functions of the Laplace image of the phase 
composition parameter. To return to the original space, the expressions for the desired values  
in the image space are decomposed into simple fractions. As a result of the inversion of these 
fractions, the desired analytical solutions are obtained. 
 
Keywords: shape memory alloys; direct transformation; transverse bellows; torus-shaped 
compensator; instantaneous stress state; linear model 
 
 

ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Несмотря на то, что сплавы с памятью формы (СПФ) были открыты еще  
в середине прошлого века, их применение остается достаточно узким. Это тем 
более странно, если учесть, насколько интересными и уникальными свойствами 
они обладают. Частично такие затруднения связаны с тем, что СПФ достаточно 
дороги и сложны в обработке, производстве и применении. Частично с тем,  
что до сих пор нет способов, пригодных для того, чтобы достаточно точно 
количественно и качественно описать свойства этих материалов в конструкциях. 
И, наконец, во многих случаях уникальные свойства изделий, изготовленных  
из сплавов с памятью формы, оказываются достаточно нетривиальны, чтобы 
наиболее рациональное их применение в технике было очевидным. Однако 
выгода изготовления дисковых пружин или пластинчатых сильфонов из сплава  
с памятью формы (в частности, никелида титана) не вызывает сомнений. 

Поперечношовный сильфон или торообразный компенсатор – это 
достаточно сложная геометрически конструкция, состоящая из сегментов 
торообразных оболочек, соединяющих круглые пластины. Применяется он чаще 
всего в трубопроводах для компенсации температурных и технологических 
осевых деформаций. В космической технике встречается так называемые 
«Поперечношовные сварные сильфоны», состоящие из сваренных по внешним  
и внутренним контурам кольцеобразных пластин. Несмотря на то, что чисто 
технически сильфон представляет из себя систему из пластин и торообразных 
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вставок, точный учет геометрии этих вставок хотя и возможен, но затруднен 
ввиду громоздкости существующих методов. Поэтому при проектировании 
сильфонов они в первом приближении могут считаться системой кольцевых 
пластин. 

Так как целью работы было построение именно аналитического решения, 
для описания поведения СПФ использовалась достаточно простая модель 
линейного деформирования СПФ [1-3], опирающаяся на пренебрежение априори 
нелинейным явлением мартенситной неупругости и нелинейностью зависимости 
приращения деформации СПФ за счет прямого фазового превращения от 
действующих напряжений, переменностью упругих модулей СПФ при фазовых 
переходах, а также свойством разносопротивляемости СПФ [4]. 

Опираясь на эти и некоторые более сложные системы определяющих 
уравнений для СПФ, уже был решен целый ряд краевых задач. Решены задачи 
кручения [5-16], задачи изгиба [17] (в частности, изгиб балок [18-23] и изгиб 
пластинок [24-25]). Отдельно вопрос изгиба круглых пластин был рассмотрен  
в работе [26], устойчивость круглых пластин – в работах [27-28]. Также были 
решены осесимметричные и центрально-симметричные задачи для толстостенной 
сферы и толстостенного и тонкостенного цилиндра [29-36]. 

В данной работе получено решение задачи о смещениях пластинчатой 
пружины или поперечношовного сварного сильфона, пластины которых 
изготовлены из СПФ. Материал элемента конструкции претерпевает прямое 
мартенситное фазовое превращение под действием постоянной нагрузки.  
При решении задачи принимается ряд допущений. Так предполагается,  
что параметр фазового состава в каждый момент рассматриваемого процесса 
распределен равномерно по материалу. Данная гипотеза приемлема в случае 
медленного процесса охлаждения, обеспечивающего равномерное распределение 
по материалу изменяющейся со временем температуры, в рамках несвязанной 
постановки задачи для СПФ, при которой пренебрегается влиянием действующих 
напряжений на характерные температуры фазового перехода. 

Используемая в работе модель деформирования СПФ [1-3] не учитывает 
возможности деформирования этого материала за счет структурного перехода. 
Оправданием применения такого подхода служит следующее обстоятельство.  
В работах [37-40] в рамках новой нелинейной объединенной модели 
деформирования СПФ, достаточно точно учитывающей взаимодействие фазового 
и структурного механизма деформирования этих материалов, показано,  
что в случае прямого превращения под действием постоянных напряжений 
структурный переход в СПФ не происходит. 
 
 

1. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
 

Задача была решена в рамках линейной модели деформирования СПФ  
при фазовых переходах, предложенной в [1-3]. В [41,42] предложен метод 
аналитического решения краевых задач о деформировании элементов из сплавов  
с памятью формы при прямом фазовом превращении, основанный  
на преобразовании Лапласа [43] всех уравнений краевой задачи по величине 
объемной доли мартенситной фазы q . Установлено, что после такого 
преобразования полная система уравнений краевой задачи для прямого 
превращения в СПФ переходит в пространстве изображений в полную систему 
уравнений эквивалентной задачи линейной теории упругости, в определяющих 
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соотношениях которой упругие модули являются известными функциями 
материальных параметров СПФ и переменной s , соответствующей  
в пространстве изображений переменной q . Фактически, упругие модули 
эквивалентной упругой задачи становятся операторами в задаче о прямом 
превращении. Ниже приведены формулы, выражающие операторы E  и ν , 
соответствующие упругому модулю Юнга и коэффициенту Пуассона через 
параметры материала СПФ 

0 0
0 0 0

2, , , .
3 3

s a EcsE E a c E a
s s
− − γ

= ν = ν β = − γ = −
−β −β ν

 

Здесь E  – модуль Юнга, ν  – коэффициент Пуассона, величины 0a  и 0c  – 
материальные параметры определяющего соотношения для фазовой деформации 
при прямом превращении модели линейного деформирования СПФ при фазовых 

превращениях [1-3] ( )0 0 ,
ph

ij ph
ij ij

d
c a

dq
′

′ ′= +
ε

σ ε  где ph
ij′ε  – девиатор тензора фазовых 

деформаций, ij′σ  – девиатор тензора напряжений. Исходными являются решения 
упругих задач, изложенные в [44-47]. Искомые величины эквивалентной упругой 
задачи в пространстве изображений записываются в виде функций от образов 
упругих постоянных. В результате для этих величин получаются дробно-
рациональные функции от переменной преобразования s . Эти выражения 
разлагаются на простые дроби, после чего определяются соответствующие 
решения в пространстве оригиналов. Опираясь на приведенные ниже данные, 
были получены следующие численные значения этих выражений (Таблица 1). 
 

Таблица 1. 

Величина Значения, соответствующие 
мартенситному состоянию 

Значения, соответствующие 
аустенитному состоянию 

0a  0.718 0.718 
β  -3.818 -12.89 

E , МПа 28000 84000 
G , МПа 9.4595∙104 3.2308∙104 

ν  0.48 0.3 
γ  -4.007 -21.96 

 
Различные авторы приводят различные значения коэффициента Пуассона 

для СПФ, которые расположены в промежутке от 0.3 до 0.48. Ниже рассмотрены 
решения, полученные именно для этих двух крайних значений. 

С учетом оператора, связанного с коэффициентом Пуассона, при решении 
некоторых задач о прямом превращении для элементов из СПФ может быть 
связана вычислительная проблема. Дело в том, что, например, в задачах о краевом 
эффекте в оболочках, зависимость решения эквивалентной упругой задачи  
от коэффициента Пуассона является достаточно сложной, иррациональной и даже 
трансцендентной функцией. В этом случае обращение преобразования Лапласа 
приходится производить численно, т.е. решение теряет аналитический характер. 
Аналогичная проблема возникает при решении вязкоупругих задач операторным 
методом. В [48] при решении проблемы для оболочки из вязкоупругого материала 
рекомендовано при переходе в пространство изображений коэффициент Пуассона 
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считать не оператором, а постоянной величиной. Однако оценить точность такого 
подхода путем решения задач для оболочек не удается, поскольку проблемы  
с учетом коэффициента Пуассона, как оператора решить аналитически  
не получается. В рассматриваемой в данной работе задаче удается найти 
аналитические решения, как при рассмотрении коэффициента Пуассона как 
оператора, так и в приближенной постановке, в рамках которой коэффициент 
Пуассона при переходе к изображениям и обратно считается константой 
материала. В результате удается оценить точность соответствующей гипотезы  
в зависимости от величины коэффициента Пуассона. 
 
 

2. СРАВНИТЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  
ДВУХ МЕТОДОВ 

 
В связи с рассмотрением двух параллельных методов решения 

прокомментирую ряд введенных обозначений. Так в тексте данной работы 
1. Упругое решение для прогиба обозначено как упрw . 
2. Решение, где ν  учитывается как оператор, обозначено как 1w . 

Соответственно, отношение 1

упр

w
w  обозначится как 1w′ . 

3. Решение, где ν считается константой, обозначено как 0w . Тогда отношение 

0

упр

w
w  обозначится как 0w′ . 

 

 
Рис.1. Поперечношовный сильфон и его вид в разрезе (взято из [44]). 

 
Для определения жесткости и деформативности сильфона или дисковой 

пружины при осевом перемещении достаточно рассмотреть один элемент схемы – 
плоскую круговую кольцевую пластину, нагруженную осевой силой P  для 
осевых перемещений и моментом M  для угловых смещений (рис.1). 
Результирующее смещение сильфона или дисковой пластины равно сумме 
смещений всех составляющих элементов. 
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Рис.2. Постановка задачи о нагруженной дисковой пластине [49]. 

 
Переходя к рассмотрению дисковой пружины как системы круглых пластин 

(рис.1, рис.2а) задача сводится к определению прогиба одной пластины, 
нагруженной по контурам силой интенсивности P  (рис.2.б). Тогда осадка всей 
пружины представляет собой увеличенный в n  раз найденный прогиб, где n  – 
число пластин в пружине. 

Наибольший прогиб для пластины, у которой отсутствуют угловые 
перемещения по внутреннему и наружному контурам, в пространстве оригиналов 
определяется соотношением [44] 

12 2 2
2 2

3 2

1 43 1 ln
4 1упр

Prw
Eh

−
 −

= − − − 

ν ρρ ρ
π ρ

,     (1) 

где R
r=ρ  – отношение наружного радиуса пластины к внутреннему;  

h  – толщина пластины. 
Применим к выражению (1) прямое и обратное преобразование Лапласа, 

заменив E  и ν  на соответствующие им образы. Таким образом, получим два 
выражения, уже отнесенных для удобства к упругому решению 

0
1 1 1 1

1 21

a q q

упр

w A B e C ew
w

+ +′ = =
−

β

ν
,       (2) 

00
0 0 0

a q

упр

ww A B e
w

′ = = + .        (3) 

Для случая 1w  и значений модуля Юнга и коэффициента Пуассона, равных, 
соответственно, 28000 МПа и 0.48, были найдены следующие неопределенные 
коэффициенты 

( )
( )

( )
( )

2 2 2

0

2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0

1
0 0

2 2 2
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3
1

0
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Для случая 0w′ , соответственно 

0
0 0
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−
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ββ  
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Для наглядности предоставлю оба полученных значения на одном графике  
в осях ( )w q q−  (рис.3). 
 

 
Рис.3. ( )w q  при 𝜈𝜈=0.48 для коэффициента Пуассона – оператора (штриховая 

линия) и коэффициента Пуассона – константы (сплошная линия). 
 

Для полноты картины интересно пронаблюдать и сравнение данных для 
коэффициента Пуассона – оператора и коэффициента Пуассона – константы для 
случая, когда коэффициент Пуассона равен 0.3. Одновременно с этим и модуль 
Юнга целесообразно принять равным 84000 МПа, то есть, рассмотреть задачу для 
аустенитных значений упругих постоянных. Итоговым выражением для прогиба 
(обозначим его как 1w′′ ) в случае коэффициента Пуассона – оператора останется 
(2), а неопределенные коэффициенты изменятся следующим образом 
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Решение для коэффициента Пуассона – константы, выраженное  
в относительных величинах (3), также изменится численно из-за изменения 
значения модуля Юнга и константы β  

0
0 0

0 0

17.953; 18.953.aA B
a a

−
= = − = =

ββ  

Сравнение полученных результатов приведено на рис.4. 
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Рис.4. ( )w q  при 𝜈𝜈=0.3 (аустенитный случай) для случаев коэффициента Пуассона 

– оператора и коэффициента Пуассона – постоянной величины. 
 

Отдельно стоит отметить, что в этом конкретном случае отношение  
к упругому решению не производилось. 

Наконец, для подтверждения локальной гипотезы о том, что для 
несжимаемых материалов значения прогиба, получаемые при решении задачи  
с использованием коэффициента Пуассона как оператора и для случая, когда 
коэффициент Пуассона считается константой материала, равной 0.5 (то есть, 
материал полностью несжимаем), и для случая, когда в ходе преобразования 
Лапласа он не учитывается, совпадают, получим значения неопределенных 
коэффициентов для случая 0.5ν = , 28000E =  МПа (назовем его w′′′ , чтобы  
не выбиваться из общей логики принятия обозначений) 

111 111 1114.052; 4.802; 0.A B C= − = =  
Подставив эти значения в (2), получим следующий график – рис.5. 

 

 
Рис.5. ( )w q  для случаев при 𝜈𝜈=0.5 и постоянного коэффициента Пуассона. 

 
Это окончательно численно подтверждает гипотезу о том, что для 

полностью несжимаемого материала учет коэффициента Пуассона как упругой 
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постоянной дает в данной задаче тот же результат, что и в случае трактовки 
коэффициента Пуассона как оператора. 
 
 

ВЫВОДЫ 
 

В рамках модели линейного деформирования СПФ при фазовых 
превращениях исследовано поведение нагруженного осевой силой 
поперечношовного сильфона, материал которого – сплав с памятью формы – 
претерпевает прямое термоупругое мартенситное превращение. 

Исследована возможность при решении задачи считать коэффициент 
Пуассона не оператором, а постоянной величиной. В результате численного 
эксперимента установлено, что для несжимаемого материала это допущение 
приводит в рассмотренной задаче к правильному результату. Если материал 
близок к несжимаемому, то получается приближенное решение. 

Полученные результаты требуют отдельного исследования с целью анализа 
применимости этой гипотезы для любых конструкций. 
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