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АННОТАЦИЯ 
 

Рассматривается полярно-симметричная задача механодиффузии для ортотропного 

сплошного многокомпонентного цилиндра, находящегося под действием равномерно 

распределенного по поверхности внешнего давления. Приложенные нагрузки 

инициируют массоперенос, который в свою очередь влияет на напряженно-

деформированное состояние цилиндра. В качестве математической модели используется 

связанная система дифференциальных уравнений упругой диффузии в цилиндрической 

системе координат, которая учитывает релаксационные диффузионные эффекты, 

подразумевающие конечные скорости распространения диффузионных потоков. 

Задача решается с помощью метода эквивалентных граничных условий, 

заключающегося в том, что вначале рассматривается некоторая вспомогательная задача, 

решение которой известно и отличающаяся от исходной задачи только граничными 

условиями. Затем строится соотношение, связывающее правые части граничных условий 

обеих задач. Указанное соотношение представляет собой интегральное уравнение, 

решение которого ищется с помощью квадратурных формул. Из этого уравнения 

находятся правые части граничных условий вспомогательной задачи. В результате 

решение исходной задачи находится в виде сверток функций Грина вспомогательной 

задачи с функциями, полученными при решении вышеуказанного интегрального 

уравнения. 

Метод эквивалентных граничных условий разработан для начально-краевых задач, 

решение которых невозможно получить методом разделения переменных. Для 

нестационарных задач он является полуаналитическим, в стационарных и статических 

задачах он позволяет получить решение в аналитической форме. 

На примере трехкомпонентного материала выполнено исследование 

взаимодействия механического и диффузионного полей в сплошном ортотропном 

цилиндре. Исследованы предельные переходы к статическим механодиффузионным 

режимам, а также к классическим моделям упругости. Промоделировано влияние 

релаксационных эффектов на кинетику массопереноса в сплошных средах. Результаты 

исследований представлены в аналитической и графической формах. 
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ABSTRACT 
 

A polar-symmetric elastic diffusion problem is considered for an orthotropic solid multi-

component cylinder under the action of an external uniformly distributed pressure over the 

surface. The applied loads initiate a mass transfer, which affects the cylinder's stress-strain state. 

A coupled system of differential equations of elastic diffusion in a cylindrical coordinate system 

is used as a mathematical model. The model considers relaxation diffusion effects, implying 

finite velocities of diffusion fluxes propagation. 

We solved the problem by the equivalent boundary conditions method, which consists  

of the fact that first some auxiliary problem is considered, the solution of which is known. This 

problem differs from the original problem only in the boundary conditions. Then a relation 

connecting the right-hand sides of the boundary conditions of both problems is constructed. The 

specified ratio is an integral equation, the solution of which is sought using quadrature formulas. 

From this equation, the right-hand sides of the boundary conditions of the auxiliary problem are 

found. As a result, the solution to the original problem is found in convolutions of the Green’s 

functions of the auxiliary problem with the functions obtained by solving the above integral 

equation. 

The equivalent boundary conditions method was developed for initial-boundary value 

problems, the solution of which cannot be obtained by the method of separation of variables. 

For unsteady problems, it is semi-analytical; in stationary and static problems, it allows one  

to obtain a solution in an analytical form. 

Article considers calculus example based on a three-component material in which two 

components are independent. The study of the mechanical and diffusion fields interaction  

in a solid orthotropic cylinder is done. The limit transitions to static mechanodiffusion 

processes, as well as to classical models of elasticity, are investigated. The influence  

of relaxation effects on the kinetics of mass transfer is modeled in the continuum. The research 

results are presented in analytical and graphical forms. 
 

Keywords: elastic diffusion; unsteady problems; Laplace transform; Green’s functions; method 

of equivalent boundary conditions; relaxation of diffusion processes 
 

 

ВВЕДЕНИЕ 
 

В связи с бурным развитием технологий и производства материалов  

и конструкций, работающих в условиях взаимодействия полей различной 

физической природы, интерес ученых все больше привлекают модели механики 

связанных полей, в том числе модели механодиффузии. Несмотря на то, что 

первые попытки математического описания указанных явлений были 

предприняты еще в середине 20-го века [1-3], данная проблема, судя по обзору 

научных работ, является весьма актуальной и на сегодняшний день. 

Особым интересом пользуются задачи термомеханодиффузии, так как при 

повышенных температурах эффекты связанности полей проявляются наиболее 

заметно. В отличие от ранних моделей, в которых тепломассоперенос описывался 
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классическими законами Фурье и Фика, в настоящее время все чаще можно 

встретить постановки задач, учитывающие релаксационные эффекты [4-20], 

обусловленные конечными скоростями распространения тепловых  

и диффузионных потоков. 

Однако, несмотря на большое разнообразие существующих моделей, 

проблемам анализа нестационарных процессов посвящено сравнительно 

небольшое число научных публикаций [12-20]. Если речь идет об аналитических 

решениях, то это, как правило, связано с известными математическими 

трудностями, возникающими при обращении интегрального преобразования 

Лапласа по времени, которое используется при решении таких задач.  

В перечисленных работах эта проблема решается в основном с помощью метода 

Дурбина и его модификаций [12,13,16-18] или численно [14,19]. При этом почти 

все задачи рассматриваются в малой окрестности начального момента времени,  

что не позволяет в полной мере промоделировать протекающие в средах 

механодиффузионные и термомеханодиффузионные процессы. 

Известны также подходы к решению нестационарных задач, основанные  

на применении численных алгоритмов, таких как метод конечных разностей [21]  

и метод конечных элементов [20]. При использовании конечно-разностных схем, 

существенным вопросом является анализ данных схем на устойчивость, что,  

в свою очередь, влияет на сходимость решения, полученного с ее помощью,  

к решению исходной задачи. Это достаточно сложная математическая проблема, 

связанная с установлением непрерывной зависимости конечно-разностных схем 

от входных данных, к которым относятся коэффициенты дифференциальных 

операторов, а также параметры начальных и граничных условий. Указанное 

свойство, как известно, характеризует корректность конечно-разностной схемы  

и в каждом конкретном случае требует отдельного исследования. 

Следует также отметить, что одна из сложностей в построении решений 

связанных нестационарных задач заключается в том, что далеко не при любых 

граничных условиях можно использовать метод разделения переменных, хорошо 

зарекомендовавший себя при решении классических задач математической 

физики. Там, где это возможно, коэффициенты ряда Фурье являются 

рациональными функциями параметра преобразования Лапласа, и их обращение 

осуществляется с помощью вычетов и таблиц операционного исчисления. 

Поэтому в данной работе предлагается комплексный подход к решению 

нестационарных задач механодиффузии, состоящий из двух этапов. Сначала  

с помощью метода разделения переменных строится решение некоторой 

вспомогательной задачи, отличающейся от исходной задачи лишь граничными 

условиями. Затем решение поставленной задачи ищется с помощью метода 

эквивалентных граничных условий, который позволяет связать правые части 

краевых условий двух различных типов. Таким образом решение исходной задачи 

выражается через функции Грина некоторой вспомогательной задачи. Данная 

методика была апробирована при решении задач механодиффузии  

в прямолинейной декартовой системе координат [22,23]. 
 

 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Рассматривается ортотропный сплошной многокомпонентный цилиндр,  

на поверхности которого заданы нестационарные упругодиффузионные 

возмущения в виде механического давления и диффузионных полей. 
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Дифференциальные уравнения, описывающие связанные упругодиффузионные 

процессы, без учета массовых сил, в полярно-симметричной постановке, имеют 

следующий вид [24-26] 
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Начальные условия полагаются нулевыми. Краевые условия, 

соответствующие постановке задачи, записываются следующим образом 
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В формулах (1.1) и (1.2) все величины являются безразмерными. Их связь  

со своими размерными аналогами определяется следующими соотношениями 
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где t  – время; ur  – радиальная компонента вектора механических перемещений; 

r  – радиальная координата; q  – приращение концентрации q-го вещества  

в составе многокомпонентной сплошной среды; ( )
0

q
n  и 

( )q
m  – начальная 

концентрация и молярная масса q-го компонента;   – плотность сплошной среды; 

( )q
 – время релаксации диффузионных потоков; ( )

11

q
  – коэффициент, 

характеризующий деформации, возникающие вследствие диффузии;  
( )
11

q
D  – коэффициент самодиффузии; R  – универсальная газовая постоянная;  

0T  – температура сплошной среды. Характерный линейный размер L  равен 

радиусу цилиндра. 
 

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
 

Основная проблема заключается в невозможности построения решения 

поставленной задачи в виде рядов Фурье. Это существенно осложняет обращение 

преобразования Лапласа, которое также используется при решении этой задачи. 

Для преодоления указанной трудности используется метод эквивалентных 

граничных условий, который заключается в том, что вместо исходной задачи 

(1.1), (1.2) рассматривается вспомогательная задача для уравнений (1.1)  

с граничными условиями вида 
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где функция ( )1f
   подлежит определению. Решение этой задачи записывается  

в виде 
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где ( )G ,nm r   , 1, 1n m N = +  – поверхностные функции Грина рассматриваемой 

задачи, т.е. решения следующих начально-краевых задач 
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  (2.4) 

Решение задачи (2.3), (2.4) получено в работах [26] и имеет вид (индекс « L » 

обозначает трансформанту Лапласа) 
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Здесь ( )J z  – функции Бесселя I рода, порядка  , n  – корни уравнения 
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Здесь использованы следующие обозначения 
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где ( )l ns   – нули полинома ( ),nP s , а ( )j n   – дополнительные нули полинома 

( ),q nQ s , определяемые по формулам 
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Далее полагаем, что решение вспомогательной задачи (1.1), (2.1) должно 

удовлетворять граничным условиям (1.2), поэтому 
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С учетом граничных условий (2.1) имеем 
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t t t f t dt

t f t dt f





+

=



 

 
 − + − +  − = 

 

=  − = 





 

поэтому уравнение (2.8) запишется следующим образом 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 12 11

0

, 1 G 1, ,f a t f t dt a t c t



  + − =  − = − −   (2.9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 12 1 1 1,

2 10

G 1, G 1, G 1, .
N N

j

m m q m m

m j

f t c t t f t dt

+

+

= =

 
  =  − − + − +  − 

 
   

Полученное уравнение решается численно с помощью квадратурных 

формул. Так как функции Грина могут иметь особенности, то, для более 

успешного применения формул численного интегрирования, преобразуем 

уравнение (2.9) к следующему виду 
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( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

*

1

0 0

A F ,

A , A , F A 0 .

t

f t f t
dt t dt

a t dt t a d f

  

 −

 
+ − = 

 

 = − =    =  − 

 

 

         (2.10) 

При этом функции ( )*

1 0f  должны удовлетворять определённым соотношениям. 

Исходя из условия сопряжения начальных и граничных условий  

в угловых точках пространственно-временной области рассматриваемых задач,  

а также с учетом нулевых начальных условий, будем далее полагать, что 

( )*

1 0 0.f =  Следовательно, ( ) ( )F . =   

Теперь, для решения уравнения (2.10) разбиваем область  0,T  изменения 

времени   на N  отрезков точками ( )0,m mh m N = =  с равномерным шагом 

h T N=  и вводим сеточные функции вида ( ) ( )1y , A A .m m m mf =   =   

Интеграл в интегральном уравнении (2.10) при m=   приближенно 

заменяем суммой, соответствующей формуле средних прямоугольников 

( )
( )

( )

* 1
1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

10

* 1
1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

10

A S A y , S A y ,

Q Q y , Q y ,

m

m m m m l l

l

m

m m m l

l

f t
t dt h h

t

f t
dt h h

t

 −

− − − − + −

=

 −

− − − −

=


−  + =




 + =







 

( )1
1 2 1 2 1 2

1 1
, 1, .

2 2 2

m m
m m l m lh m h m l m N−
− − + − 

 +     
 = = −  =  − = − +  =   

   
 

В результате приходим к рекуррентной последовательности равенств 

( )1m   

( )
( )

1 2 1 2 1 2 1 2A 1 y S Q .
m

m m m
h

− − −

 
+ = − −  

Откуда получаем 

( )
1 2 1 2 1 2

1 2

1
y S Q .

A 1

m

m m m
h

− − −

  
= − − 

+  
             (2.11) 

Решение исходной задачи (1.1), (1.2) получается путем численного 

вычисления сверток (2.2) функций Грина вспомогательной задачи (1.1), (2.1)  

с функцией, полученной в результате численного решения уравнения (2.10). 

Значения этой функции в узлах сетки определяются по формулам (2.11). Таким 

образом численное решение исходной задачи запишется так 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

11 1 2 1 2 1

1 2 0

1

1,1 1 2 1 2 1,

1 2 0

0

u , G , y G , ,

, G , y G , ,

G , G , .

i

i

i N

i i m m m i m

m m

i N

q i q i m m q m i m

m m

mk mk

r h r t r t f t dt

r h r t r t f t dt

x x t dt

+


− + −

= =

+


+ − + − +

= =





 = +  −

  = +  −

 =

 

 



         (2.12) 
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3. ПРЕДЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ ДЛЯ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 
 

Полагая 0q = , получаем классическую модель механодиффузии  

с бесконечной скоростью распространения диффузионных потоков. При 0q → , 

степень многочлена ( ),nP s  изменяется с 2 2N +  до 2N + , а для дополнительных 

нулей имеют место следующие предельные переходы: ( ) ( ) 2

1 1

q

n nD  →  , 

( ) ( )2 0n q  →−  → . Тогда: 
( ) 2

1 1e e
q

nD−   
→ , ( )2e 0 0 .q

 
→  →  

Полагая далее ( )
1 0
p

 = , переходим к классическим моделям упругости  

и массопереноса для сплошного цилиндра в задаче (1.1), (2.1). Вычисляя 

соответствующие пределы в (2.7) при ( )
1 0
q

 → , получаем (учитывая, что ( )
11 0
q

 →  

при ( )
1 0
q

 → ) 

( )
( ) ( )

( )
( )

1 1

11 1, 1
0 0

lim , , , lim , 0,
j jn n q nP s s P s+

 →  →

 =   =  

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

1, 1
0 0

12 1 1
0

lim , 0, lim , , , ,

lim , , , , .

j j

j

q k n n n n

q n q n n n

P s P s k s s

Q s c k s k s s

+
 →  →

+
 →

 =  =   

 =    
    (3.1) 

Функции Грина для несвязанных задач будем обозначать в виде ( )G ,u r  , 

( )G ,q r   и представим в форме рядов (2.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

0

1

11 10
1

1, 1 00
1

G , G , G , J ,

G , G , G , J ,

q

q

Hu

n n

n

H

q q q q n n

n

r r r

r r r



 =
=




+ +  =
=

 =  =   

 =  =   





    (3.2) 

где коэффициенты этих рядов определяются по формулам (2.6) при ( )
1 0.
p

 =  

С учетом предельных переходов (3.1) имеем 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
01

2
1

11 1 1

2sin 2 e
G , , G , .

J J ,

jq

HH n n
n q n

jn n n q n j

D

k

 

= +

  
  =   =

     
    (3.3) 

В соответствии с (2.12), решение исходной задачи (1.1), (1.2) при ( )
1 0
p

 =  

запишется так 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 0

1

0

u , G , y , G , G , ,

, G , 1, .

i
u u u

i i m m

m

q q q

r r t x x t dt

r r t f t dt i N



− + −

=





+ 

 =  =

  = − =

 



   (3.4) 

Наконец, полагая в граничных условиях (1.2) и (2.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1H , H , Hq qf f f f f f 

+ + =   =   =      (3.5) 

и переходя к пределу при → , получаем решение статической задачи 

механодиффузии для сплошного цилиндра. 
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Функции Грина статической задачи ( )Gst

mk x  выражаются через функции 

Грина ( )G ,mk r   соответствующей динамической задачи с помощью равенства 

[27] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1
G lim G , H lim G , limG , .st L L

mk mk mk mk
s s

r r s r s r s
s→ → →

 
=    = =    

 
  (3.6) 

В этом случае 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1 1

0 0 0 0

1
11 11 1, 1 1, 12 2

1 1

1,1 1,1 1, 1 1, 1

1

22
G G ,0 , G G ,0 ,

J J

2
G G ,0 0, G G ,0 ,

J

q

stH LH stH LH

n n q n q n

n n n n

pqstH LH stH LH

q n q n q p n q p n

n n

+ +

+ + + + + +


 =  =  =  =

   


 =  =  =  =

 

 (3.7) 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

01

1

1

11 11 1 1,1 1,1 02
1 1 11

1

1, 1 1, 1 1 1 2
1 1 1

J
G G J 2 , G G J 0,

J

J
G G J 2 ,

J

n stHstHst st

n n q q n n

n n nn n

q nstHst

q q n n

n n n n

r
r r r r

r
r r

  

+ +

= = =

 

+ +

= =


=   = =   =

 


=   = 

 

  

 
 

( ) ( ) ( )
( )

( )
0 0

1, 1 1, 1 0

1 1 1

J
G G , J 2 .

J

nstHst

q p q p n n pq

n n n n

r
r r

 

+ + + +

= =


=    = 

 
   

Статический аналог уравнения (2.10) запишется так 

( ) ( )1 12 11 11 G 1 ,stf c f + − =         (3.8) 

где 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 12 1 1 1,

2 1

G 1 G 1 G 1 .
N N

jst st st

m m q m m

m j

f c f
+

+

= =

 
= − + +  

 
        (3.9) 

Следовательно 

( ) ( )
1

12 11

.
1 1 G 1st

f
c

 
=

+ −
 

Отсюда, преобразуя в (2.12) свертки, в соответствии с равенством (3.6)  

и учитывая соотношения (3.5), получаем решение статического аналога задачи 

(1.1), (1.2) в следующем виде 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

1
11

1

212 11

1
1,1

1,

212 11

G
u G ,

1 1 G 1

G
G .

1 1 G 1

st N
st st

m mst
m

st N
qst st

q q m mst
m

r
r r f

c

r
r r f

c

+

=

+
+

+

=


= +

+ −


 = +

+ −





            (3.10) 

Если на поверхности цилиндра заданы только механические нагрузки,  

т.е. ( )0, 2mf m=   , то из формул (3.7) следует, что ( ) 0st

q r = . Следовательно, 

статические радиальные механические нагрузки на поверхности цилиндра,  

в рамках линейной модели (1.1), (1.2), никак не влияют на диффузионное поле 

внутри цилиндра. Это согласуется с экспериментальными исследованиями, 

согласно которым увеличение коэффициента объемной диффузии в первом 

приближении пропорционально скорости деформации [28]. Так как в статике 

скорость деформации равна нулю, получаем и нулевую диффузию. 
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4. РАСЧЕТНЫЙ ПРИМЕР 
 

В качестве примера рассматриваем трехкомпонентный цилиндр ( 2N = , 

независимые компоненты: цинк 1,0% и медь 4,5%, которые диффундируют  

в алюминии). Физические характеристики этого материала [29], после 

применения процедуры перехода к безразмерным величинам (1.3), следующие 
( ) ( )1 21 4 4

12 1 14.92 10 , 6.32 10 , 5.92 10 ,с − − −=   =   =   

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 213 16 15 17

1 1 11 118.46 10 , 9.34 10 , 2.30 10 , 1.05 10 .D D− − − −=  =   =   =   

Полагаем для расчета в граничных условиях (1.2) 

( ) ( ) ( )1 1H , 0.qf f + =   =         (4.1) 

По формулам (2.11) вычисляем ( )1 mf    . Затем по формулам (2.12) 

находим решение исходной задачи. 

На рис.1 представлено пространственно-временное распределение поля 

перемещений внутри цилиндра. Расчеты по формулам (2.12) и (3.4) показывают, 

что на рассматриваемом промежутке времени решения упругодиффузионной  

и упругой задачи совпадают. Это согласуется с результатами, полученными ранее 

[30,31], где отмечается, что влияние диффузии на механическое поле начинает 

заметно проявляться в виде фазового сдвига только по истечении определенного 

промежутка времени, который на несколько порядков превышает рассмотренный 

здесь.  
 

 

Рис.1. Поле механических перемещений ( )u r . Сплошная линия соответствует 

времени 0.33 = , пунктирная – 0.5 = , штриховая – 0.67 = , 

штрихпунктирная – 1 = . 
 

На рис.2 продемонстрировано изменение приращения концентрации первого 

компонента (цинк), которое инициировано механическими нагрузками, 

приложенными к боковой поверхности цилиндра. 
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Рис.2. Поле концентраций 
1( ) r . Сплошная линия соответствует времени 

121.67 10 =  , пунктирная – 122.50 10 =  , штриховая – 123.33 10 =  , 

штрихпунктирная – 125.0 10 =  . 
 

Влияние релаксационных эффектов на кинетику массопереноса показано  

на рис.3-5. Здесь различной штриховкой изображены графики приращений 

концентраций цинка для моделей с конечными и бесконечной скоростями 

распространения диффузионных потоков. Видно, что релаксационные эффекты 

проявляются на некотором конечном промежутке времени и далее исчезают.  

Так, уже на рис.5, соответствующем моменту времени 1210 = , все три кривые 

совпадают. 
 

 

Рис.3. Поле концентраций 
9

1( ,10 ) r . Сплошная линия соответствует времени 

( )
200

q
 = сек., пунктирная – 

( )
100

q
 = сек., штриховая – 

( )
0

q
 = . 
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Рис.4. Поле концентраций 10

1( ,10 ) r . Сплошная линия соответствует времени 

( )
200

q
 = сек., пунктирная – 

( )
100

q
 = сек., штриховая – 

( )
0

q
 = . 

 

 

Рис.5. Поле концентраций 
12

1( ,10 ) r . Сплошная линия соответствует времени 

( )
200

q
 = сек., пунктирная – 

( )
100

q
 = сек., штриховая – 

( )
0

q
 = . 

 

На рис.6 приведено решение статической задачи, полученное по формулам 

(3.10). Для расчета, в соответствии с (4.1), положено 
1 11, 0.qf f += =  В этом случае, 

согласно (3.7), 0.st

q =  Отметим также, что статические перемещения в упругой  

и упругодиффузионной задачах совпадают. 
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Рис.6. Поле механических перемещений ( )u .st r  Сплошная линия соответствует 

решению упругодиффузионной задачи, пунктирная – решению упругой. 
 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В работе изложен алгоритм решения одномерной полярно-симметричной 

нестационарной задачи упругой диффузии для ортотропного сплошного 

многокомпонентного однородного цилиндра, с учетом релаксации диффузионных 

процессов, находящегося под действием равномерно распределенного  

по поверхности внешнего давления. Для демонстрации работы алгоритма 

рассмотрен пример, иллюстрирующий эффект связанности механического  

и диффузионных полей, а также влияние релаксационных процессов  

на диффузионные поля в трехкомпонентном сплошном цилиндре. 

Исследованы предельные переходы к несвязанным задачам упругости  

и диффузии, а также к статическим упругодиффузионным задачам. Показано,  

что в рамках линейных моделей взаимодействие механического и диффузионного 

полей при статических радиальных механических нагрузках не проявляется. 

Результаты вычислений представлены в виде графиков зависимости 

искомых полей от времени в различных точках цилиндра. 
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