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АННОТАЦИЯ 
 

Рассматривается задача о нестационарных упругодиффузионных колебаниях 
ортотропной балки Бернулли-Эйлера, находящейся под действием распределенной 
поперечной нагрузки. Балка находится на упругом основании, моделью которого является 
основание Винклера. 

Математическая постановка представляет собой замкнутую систему уравнений 
изгиба балки Бернулли-Эйлера с учетом диффузии, которая получена с помощью 
вариационного принципа Даламбера из модели упругой диффузии для сплошных сред, 
учитывающей релаксацию диффузионных потоков. Замыкают постановку задачи 
однородные краевые условия, выражающие условия свободного опирания и нулевые 
начальные условия, означающие отсутствие внутренних возмущений в начальный момент 
времени. 

Решение задачи ищется с помощью метода функций Грина и представляется в виде 
сверток функций влияния с функциями, задающими нестационарные объемные 
возмущения. Для нахождения функций Грина используется интегральное преобразование 
Лапласа по времени и разложение в ряды Фурье по продольной координате. В результате, 
исходная система уравнений упругодиффузионных колебаний балки приводится к системе 
линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов Фурье искомых 
функций в пространстве преобразования Лапласа. Обращение преобразования Лапласа 
осуществляется с помощью вычетов и таблиц операционного исчисления. 

Рассмотрены расчетные примеры для трехкомпонентной балки прямоугольного 
сечения. Найдены прогибы балки и изменение концентраций диффузантов под действием 
внезапно приложенной распределенной поперечной нагрузки. На примере 
трехкомпонентного материала выполнено численное исследование взаимодействия 
нестационарных механического и диффузионного полей в ортотропной балке. Результаты 
вычислений представлены в аналитической форме и в виде графиков зависимости искомых 
полей перемещения и приращений концентрации компонент среды от времени  
и координат. 

В заключении приведены основные выводы о влиянии связанности полей  
на напряженно-деформированное состояние и массоперенос в балке. 
 
Ключевые слова: механодиффузия; балка Бернулли-Эйлера; нестационарные задачи; 
ортотропные материалы; конструкционная анизотропия; основание Винклера 
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ABSTRACT 
 

We consider the unsteady elastic diffusion vibrations problem of an orthotropic Bernoulli-
Euler beam on an elastic foundation under the action of a distributed transverse load. The Winkler 
model is used as an elastic foundation model. 

For the mathematical formulation, we use the system of Bernoulli-Euler beam bending 
equations taking into account diffusion. These equations are obtained with use the d'Alembert 
variational principle, which is applied to the elastic diffusion model for a continuum. The resulting 
model consider the diffusion fluxes relaxation. The problem formulation is closed by 
homogeneous boundary conditions, which expressing the simple support conditions and zero 
initial conditions (internal disturbances absence at the initial time). 

The problem solution is sought using the Green's functions method and is represented as 
convolutions of Green's functions with functions defining unsteady volumetric disturbances. To 
find the Green's functions, the integral Laplace transform in time and the expansion in Fourier 
series in the longitudinal coordinate are used. As a result, the original system of equations for 
elastic diffusion beam vibrations is reduced to the linear system of algebraic equations with 
respect to the sought functions Fourier coefficients in the Laplace transformation. The Laplace 
transform inversion is done analytically due to residues and operational calculus tables. 

Calculation examples for a beam with rectangular section are considered. The beam 
deflections and the diffusants concentration increments under the action of a impulsively applied 
distributed transverse load are found. Numerical study of the mechanical and diffusion fields 
interaction in a beam is performed. We used three-component continuum as an example. The 
solution is presented in analytical form and in the graphs form of the displacement fields and 
concentration increments as functions of time and coordinate. 

At the end of the article, the main conclusions about the coupling effect of the stress-strain 
state and mass transfer in the beam are represented. 
 
Keywords: elastic diffusion; Bernoulli-Euler beam; unsteady problems; orthotropic materials; 
structural anisotropy 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

В связи развитием современных технологий производства конструкционных 
материалов, работающих в условиях взаимодействия полей различной физической 
природы, интерес ученых все больше привлекает вопрос о моделировании 
связанных физико-механических процессов в сплошных средах. На сегодняшний 
день на основе известных уравнений механики сплошных сред, уравнений тепло  
и массопереноса, уравнений электродинамики и законов термодинамики 
построены модели, учитывающие взаимное влияние механических, 
температурных, диффузионных, электромагнитных, химических и пр. полей. 

Наибольший практический интерес вызывают задачи механодиффузии для 
балок, пластин и оболочек, которые являются основными элементами 
конструкций, используемых в технике. Различные постановки и методы решения 
задач о влиянии диффузионных процессов на несущую способность стержней, 
пластин и оболочек рассматривались в работах [1-7]. 

В перечисленных публикациях исследуются стационарные 
механодиффузионные процессы, что является полезным при расчете 
установившихся режимов работы технических систем. Для анализа 
кратковременных, импульсных воздействий необходимо использовать 
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нестационарные модели, которые должны описывать также и релаксационные 
диффузионные эффекты [8-10]. Последнее учитывается введением инерционных 
членов в уравнение массопереноса. Следует отметить, что постановка задач  
о нестационарных упруго-диффузионных колебаниях балок и пластин, а также  
их решения в известных к настоящему времени публикациях отсутствуют. 

При исследовании поведения тонкостенных конструкций, выполненных  
из композитных материалов (волокнистые, слоистые, тканевые структуры и т.д.) 
возможен учет совместной работы матрицы и наполнителя с помощью 
использования осредненных физических характеристик материала (эффективных 
модулей), что позволяет с достаточной степенью точности рассматривать его как 
однородный, но анизотропный (конструктивно анизотропный) материал. 

Процедура эквивалентной замены неоднородной (гетерогенной) среды  
на однородную (гомогенную или осредненную) носит название гомогенизации или 
осреднения. Саму возможность гомогенизации (осреднения) во многих работах  
по механики композитов принимают в качестве основной гипотезы. Например,  
в монографии [11] она называется гипотезой эквивалентной гомогенности. 

Существует много различных методов вычисления эффективных модулей.  
С некоторыми, уже ставшими классическими, подходами можно ознакомиться  
в работах [12-18]. Например, в монографии [17], показано, материал, выполненный 
из однородных изотропных слоев, можно рассматривать как трансверсально 
изотропный, а материал, выполненный из ортотропных слоев, можно 
рассматривать как ортотропный материал при условии, что главные оси 
анизотропии совпадают с осями координат. Развитая в работах [13-17] 
асимптотическая теория осреднения композитных материалов периодической 
структуры была использована при моделировании термоупругих процессов  
в слоистых материалах [19]. 

В данной работе исследуются нестационарные механодиффузионные 
колебания ортотропной балки Бернулли-Эйлера на упругом основании. При этом 
имеющаяся здесь анизотропия также может рассматриваться как конструкционная 
для балки, выполненной из изотропных, трансверсально-изотропных или 
ортотропных слоев. Математическая модель упругодиффузионных колебаний 
получена на основе вариационных принципов, изложенных работах [8-10]. 
Предлагается аналитический метод решения данной задачи, основанный  
на использовании интегрального преобразования Лапласа и разложений в ряды 
Фурье по собственным функциям упругодиффузионного оператора. 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Рассматривается задача о нестационарных изгибных колебаниях свободно 
опертой многокомпонентной балки Бернулли-Эйлера на упругом основании, 
находящейся под действием объемных механодиффузионных возмущений. Схема 
приложенных сил и изгибающих моментов, а также ориентация осей 
прямоугольной декартовой системы координат представлена на рис.1. 
 



Механика композиционных материалов и конструкций    том 27, №1, 2021 г. 
 

113 

 
Рис.1. Иллюстрация к постановке задачи. 

 
Уравнение поперечных колебаний балки с учетом релаксации диффузионных 

потоков имеет вид (точки обозначают производную по времени, штрих – 
производную по координате 1x ) [8-10] 
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Все величины в (1.1)-(1.2) являются безразмерными. Для них приняты 
следующие обозначения 
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где t  – время; ix∗  – прямоугольные декартовы координаты; v∗  – прогибы балки;  
l  – длина балки; *h  – высота балки; *b  – ширина балки; 2q qx Hη =  – приращение 
концентрации q -ой компоненты вещества в составе многокомпонентной среды; 

( )
0
qn  – начальная концентрации q -го вещества; ijklC  – компоненты тензора упругих 

постоянных; ρ  – плотность; ( )q
ijα  – коэффициенты, характеризующие объёмное 

изменение среды за счёт диффузии; ( )q
ijD  – коэффициенты самодиффузии; R  – 

универсальная газовая постоянная; 0T  – температура среды; ( )qm  – молярная масса 
q -го вещества, F ∗  – площадь сечения балки; 3J ∗  – момент инерции сечения 
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относительно оси 3Ox ; ( )qτ  – время релаксации диффузионных потоков; m  – 

распределённый по длине балки изгибающий момент (рис.1); ( )qz  – 
распределенные по длине балки источники массопереноса. 

Полагаем, что основание, на котором находится балка, является 
винклеровским. В этом случае [21,22] в уравнениях (1.1) 

,wq c bv q= − +           (1.3) 
где wc  – коэффициент постели для балки на основании Винклера, q  – поперечная 
нагрузка ( wc∗  и q∗  – их размерные аналоги). 

Уравнения (1.1) дополняются начально-краевыми условиями, которые  
в случае свободного опирания имеют вид 
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Начальные условия полагаются нулевыми. 
 
 

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
 

Решения задачи (1.1), (1.3) и (1.4) ищется в интегральной форме 
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где ikG  – объемные функции Грина задачи (1.1), (1.3) и (1.4), которые 
удовлетворяют уравнениям 
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и следующим граничным условиям 
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Для нахождения функций Грина ikG  используются разложения  
в тригонометрические ряды Фурье и преобразование Лапласа по времени [8-10].  
В результате, задача (2.2), (2.3) приводится к следующей системе линейных 
алгебраических уравнений ( s  – параметр преобразования Лапласа) 
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Оригиналы в (2.6) находим с помощью вычетов и таблиц операционного 
исчисления (штрих обозначает производную по параметру s ) 
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где ( )1, 1, 1,k N q N= + =  
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Здесь ( )j ns λ , 1, 2 2j N= +  – нули полинома ( ),nP sλ , ( ) ( )2 2l n N l ns + +χ λ = λ  – 

дополнительные нули многочлена ( ),q nQ sλ , которые определяются так 
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Подставляя теперь (2.7) в представления (2.5), получаем объемные функции 
Грина задачи (1.1), (1.3) и (1.4). 

Полагая, далее, в равенствах (2.6) ( )
1 0qα = , получаем функции Грина 

классической задачи для упругой балки Бернулли-Эйлера на основании Винклера 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 4

1
1 1 1 2

1 1

sin sin, , , , sin 2 .L el L

n

s n n
n n

n n n

xG
a s
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−∑ ∑  

Оригинал находим по таблицам операционного исчислений [23] 
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3. РАСЧЕТНЫЙ ПРИМЕР 
 

Для расчета, полагаем, что внешние возмущения в уравнениях (1.1) заданы 
следующим образом 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1
1 1 1 1 1

3 3 3

,, ,
, , , 0,q

q

z xq x m x
F x H x H F x

J J J+

′ ττ τ
τ = + = τ τ = =  (3.1) 

Тогда, согласно (2.1), решение упругодиффузионной задачи (1.1), (1.3) и (1.4) 
имеет вид 
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Возьмем для расчета трехкомпонентный стержень длины 210 мl −= , 
прямоугольного сечения 0.05 0.1h b l l∗ ∗× = × . Полагаем, что независимыми 
компонентами являются цинк (компонента 1) и медь (компонента 2), которые 
диффундируют в дюралюминии. Алюминий с оставшимися примесями 
принимаются в качестве третьей компоненты вещества. Физические 
характеристики рассматриваемого материала [24] 

10 10
1122 1212 02 2

Н Н6.93 10 , 2.56 10 , 700 К,
м м

C C T= ⋅ = ⋅ =  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 27 7
11 113

2 2
1 212 15 2

11 11

1 2 1 2
0 0

кг Дж Дж2700 , 6.55 10 , 6.14 10 ,
м кг кг

м м2.62 10 , 2.89 10 , 10 м,
с с

кг кг0.01, 0.045, 0.065 , 0.064 .
моль моль

D D l

n n m m

− − −

ρ = α = ⋅ α = ⋅

= ⋅ = ⋅ =

= = = =

  (3.3) 

Обезразмеренные геометрические характеристики сечения равны: 
3 6

35.00 10 , 4.16 10 .F J− −= ⋅ = ⋅  
Результаты вычислений представлены на рис.2-7. На рис.2 изображены 

прогибы свободно опертой балки на упругом основании. Для расчета полагаем 
коэффициент постели равным 6 25 10 Н/мwc b∗ ∗ = ⋅ . На рис.3 для сравнения показаны 
прогибы балки при отсутствии упругого основания. 
 

 
Рис.2. Прогибы балки на упругом основании. 

 

 
Рис.3. Прогибы свободно опертой балки. 
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На рис.4 показана линейная плотность приращения концентрации цинка (1-я 
компонента вещества) при упругодиффузионном изгибе свободно опертой балки 
на винклеровском основании. На рис.5 то же самое, но без упругого основания.  
Из проведенных расчетов видно, что нестационарный изгиб балки инициирует 
диффузионные потоки. Но наличие упругого основания уменьшает интенсивность 
массопереноса. 
 

 
Рис.4. Линейная плотность приращения концентрации цинка для балки на упругом 

основании. 
 

 
Рис.5. Линейная плотность приращения концентрации цинка для свободно 

опертой балки. 
 

Для оценки влияния массопереноса на напряженно-деформированное 
состояние балки найдем решение упругой задачи. Используя функции Грина (2.8) 
и вычисляя соответствующую свертку (2.1) получаем 
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На рис.6 и 7 продемонстрировано влияние диффузии на прогибы балки при 
наличии упругого основания. Сплошная линия соответствует решению 
упругодиффузионной задачи, пунктирная – решению упругой. Показано, что, 
начиная с некоторого момента времени ( )1010τ÷ , упругодиффузионные 
поперечные смещения начинают заметно запаздывать по отношению к чисто 
упругим. 

 

 
Рис.6. Прогибы балки на упругом основании в точке 1 0.5.x =  

 

 
Рис.7. Прогибы балки на упругом основании в точке 1 0.5.x =  
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Влияние релаксации диффузионных потоков на кинетику массопереноса 
внутри балки проиллюстрировано на рис.8,9. Здесь сплошная линия соответствует 
линейной плотности приращения концентрации цинка, полученной при решении 
упругодиффузионной задачи при ( )1 200 с.τ = , пунктирная линия соответствует 
решению при ( )1 100 с.τ = , штриховая линия – решение задачи в случае отсутствия 
релаксационных эффектов ( )1 0 с.τ =  Показано, что с определенного момента 
времени ( 910τ÷ ) релаксационные эффекты практически не проявляются (рис.9). 
 

 
Рис.8. Линейная плотность приращения концентрации цинка для балки на упругом 

основании в точке 1 0.1.x =  
 

 
Рис.9. Линейная плотность приращения концентрации цинка для балки на упругом 

основании в точке 1 0.1.x =  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Таким образом в работе рассмотрена математическая модель 
упругодиффузионных нестационарных колебаний балки Бернулли-Эйлера  
на упругом основании, описывающая взаимосвязь между механическими  
и диффузионными полями в сплошных средах. Предложен алгоритм построения 
объемных функций Грина, основанный на использовании преобразования Лапласа 
и разложений в тригонометрические ряды Фурье. 

На примере свободно опертой балки из трехкомпонентного материала, 
находящейся под действием равномерно распределенной поперечной нагрузки 
исследовано взаимное влияние механического и диффузионного полей друг  
на друга. 

Показано, что механические нагрузки инициируют диффузионные процессы 
в сплошных средах. Возникающий при этом массоперенос также оказывает 
влияние на поле перемещений, что проявляется в запаздывании 
механодиффузионного поля перемещений по отношении к упругому полю 
перемещений. 

Результаты исследований представлены в графической и аналитических 
формах. 
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