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АННОТАЦИЯ 
 

Построено точное решение квазистатической задачи о напряженно-
деформированном состоянии составной толстостенной трубы, состоящей из нескольких 
слоев нелинейно вязкоупругих изотропных материалов, каждый из которых подчиняется 
нелинейному определяющему соотношению Работнова с разными парами произвольных 
материальных функций одного аргумента и постулату несжимаемости, при нагружении 
давлениями на внутренней и внешней поверхностях трубы, медленно меняющимися  
во времени, и задании нулевого осевого перемещения на торцах трубы. Проведено 
расщепление системы нелинейных интегральных уравнений для неизвестных радиальных 
напряжений на границах слоев и функций, описывающих поле деформаций каждого слоя, 
и ее решение сведено к одному нелинейному интегральному уравнению для одной 
неизвестной функции времени, зависящему от материальных функций слоев трубы,  
их относительных толщин и заданных на границах трубы давлений. Для любых 
материальных функций слоев трубы перемещения, деформации и напряжения в любой 
точке трубы в любой момент времени и нормальные напряжения на границах слоев 
выражены через эту функцию времени явными формулами. Доказано, что в любой 
момент времени полная продольная сила, возникающая в поперечном сечении трубы,  
не зависит (в отличие от напряжений и деформаций) от количества слоев трубы  
и их толщин, от пар материальных функций, задающих вязкоупругие свойства,  
и от предыстории изменения нагрузки, а зависит лишь от мгновенных значений заданных 
давлений и радиусов двух радиусов трубы, на которых задана нагрузка, и совпадает  
с силой, найденной из решения задачи Ламе для однородного линейно упругого 
несжимаемого материала (хотя осевые напряжения не постоянны по сечению). 

Для модели трубы со степенной функции нелинейности в случае 
пропорциональности всех функций ползучести материалов слоев одной и той же 
(произвольно заданной) функции времени построено точное решение ключевого 
интегрального уравнения, вычислены все интегральные операторы, входящие в общее 
решение, и выведены простые алгебраические формулы для деформаций и напряжений  
в любой точке трубы.  
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ABSTRACT 
 

We construct the exact solution of the quasi-static boundary value problem  
for a multilayer thick-walled tubes made of physically non-linear viscoelastic materials obeying 
the Rabotnov constitutive equation with two arbitrary material functions for each layer  
(a material creep compliance and a function which governs physical non-linearity). We suppose 
that every layer material is homogeneous, isotropic and incompressible and that a tube is loaded 
by time-dependent internal and external pressures (varying slowly enough to neglect inertia 
terms in the equilibrium equations) and that a plain strain state is realized, i.e. zero axial 
displacements are given on the edge cross sections of the tube. We obtained the closed form 
expressions for displacement, strain and stress fields via the single unknown function of time 
and integral operators involving this function, pairs of (arbitrary) material functions of each tube 
layer, preset pressure values and ratios of tube layers radii and derived integral equation  
to determine this unknown function. To derive it we split and solve the set of non-linear integral 
equations for unknown functions of time governing strain fields of every tube layer and for 
unknown interlayer normal stresses (depending on time). Assuming material functions are 
arbitrary, we proved that the total axial force at a tube cross section doesn’t depend on a number 
of layers, their thicknesses and pairs of material functions governing their mechanical behavior 
and on a history of loading although stresses and strains do. The axial force depends only on a 
tube radii and current values of given pressures. It proved to be equal to the axial force 
calculated for homogeneous linear elastic tube although axial stress depends on radial 
coordinate in the case of non-linear viscoelastic materials.  

Assuming the material functions that govern non-linearity of each layer material coincide 
with a power function with a positive exponent and assuming their relaxation moduli are 
proportional to a single (arbitrary) function of time, we constructed exact solution of the 
resolving functional equation, calculated all the integrals involved in the general representation 
for the tube stress field and reduced it to simple algebraic formulas convenient for analysis. 
 
Keywords: multilayer thick-walled tubes; stress field; non-linear viscoelasticity; creep; 
elastoplasticity; quasi-linear viscoelasticity; relaxation modulus; material function governing 
nonlinearity, incompressible material; integral equations; axial force 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Данная статья опирается на работы [1,2], в которых построено  
и аналитически исследовано точное решение квазистатической задачи  
об определении напряженно-деформированного состояния (НДС) полого 
цилиндра из физически нелинейного несжимаемого однородного изотропного 
материала, подчиняющегося определяющему соотношению (ОС) вязкоупругости 
Работнова 
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при нагружении внутренним и внешним давлениями, медленно меняющимися  
во времени, и задании нулевого осевого перемещения оснований цилиндра 
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(обеспечивающего состояние плоской деформации). Поля перемещений, 
деформаций и напряжений в любой момент времени выражены через одну 
функцию времени, которая находится в результате решения нелинейного 
функционального уравнения, содержащего материальные функции (МФ) ОС (1)  
и заданную нагрузку (см. ниже). В частности, построены и изучены решения 
задачи о ползучести и длительной прочности толстостенной трубы [2] и показано, 
что построенные поля деформаций и напряжений совпадают в частных случаях 
(при специальном выборе одной из МФ) с известными классическими решениями 
для несжимаемого материала в рамках линейной теории вязкоупругости, 
упругости и упругопластичности с произвольным упрочнением [1]. 

ОС (1) содержит четыре произвольных материальных функции (МФ) ( )tΠ , 

( )0 tΠ  (функции сдвиговой и объемной ползучести), ( )xΦ , ( )0 xΦ  (функции 
нелинейности) и описывает изотермические процессы деформирования 
нестареющих изотропных вязкоупругих материалов, связывая истории изменения 
тензоров напряжений ( )tσ  и малых деформаций ( )tε  в произвольной точке тела; 

( )0σ σ 3ii t=  – среднее напряжение (первый инвариант ( )tσ ), ( )0.5
σ 1,5 ij ijs s=  – 

интенсивность напряжений (второй инвариант девиатора 0σ−= Is σ ). Напряжение 
и время предполагаются обезразмеренными. 

В настоящей статье результаты работ [1,2] использованы для построения 
точного решения задачи об НДС многослойной толстостенной трубы, 
составленной из нескольких (соединенных без натяга, ненапряженных) слоев 
разных нелинейно вязкоупругих несжимаемых материалов, каждый из которых 
подчиняется ОС Работнова (1) с разными парами произвольных МФ { },i iΠ Φ  (при 
использовании допущения о несжимаемости материала в ОС остаются только две 
МФ – см. ниже). Некоторые слои могут быть заданы упругими, 
упругопластическими (с упрочнением, но без наследственных свойств, без 
ползучести) или линейно вязкоупругими при надлежащем задании МФ [1]. 

Статические и динамические задачи о напряженно-деформированном 
состояния (НДС) однородных полых цилиндров и многослойных толстостенных 
труб, нагруженных давлением на внутренней и внешней поверхностях в рамках 
теории упругости (задача Ламе, задача Гадолина и др.) и разных вариантов 
упругопластичности являются классическими из-за обилия приложений  
их результатов (расчет артиллерийских стволов, газопроводов, шлангов, обделок 
туннелей, скважин, шахт, процессов запрессовки, проектирование труб  
и баллонов из функционально градиентных материалов, расчет на ползучесть 
поверхностно упрочненных труб и труб, подвергающихся агрессивным 
воздействиям среды, моделирование поведения кровеносных сосудов и т.п.)  
и благодаря возможности построить точное решение (при тех или иных 
упрощающих предположениях) или хотя бы достаточно простой и эффективный 
аналитически проработанный алгоритм вычисления приближенного решения. Эти 
задачи хорошо исследованы (и продолжают активно исследоваться) в случае 
упругих и упругопластических изотропных и трансверсально-изотропных 
материалов без упрочнения и с линейным упрочнением [3-19] и в теории 
установившейся ползучести (как правило, для степенной зависимости скорости 
ползучести от напряжения) [20-23]. Строились и решения в рамках линейной 
вязкоупругости, но, как правило, не для произвольных функций сдвиговой  
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и объемной ползучести, а только для их конкретных классов, задаваемых 
конечным набором параметров (например, задаваемых конечными суммами 
экспонент, т.е. рядами Прони) и в пространстве преобразований Фурье или 
Лапласа (Лапласа-Карсона) [24-27], нередко – без восстановления оригиналов  
(из-за сложности или невозможности точного восстановления). При этом  
в большинстве случаев используется одно из трех дополнительных упрощающих 
допущений, позволяющих (в частности) уменьшить количество независимых 
материальных функций: 1) о несжимаемости материала, 2) о линейно упругой 
зависимости объемной деформации от среднего напряжения (т.е. об отсутствии 
объемной ползучести), 3) о независимости от времени коэффициента Пуассона. 
Качественные свойства построенных полей деформаций и напряжений  
не подвергались системному аналитическому исследованию в общем виде при 
произвольных МФ, а, как правило, рассчитывались на компьютерах для 
конкретных функций релаксации с несколькими параметрами. В случае 
нелинейной вязкоупругости построение решений резко усложняется из-за 
несправедливости принципа соответствия Вольтерры и неприменимости 
классических интегральных преобразований. 

Нелинейное ОС (1) – один из простейших вариантов обобщения одноосного 
соотношения Работнова [27-33,21,25] с двумя МФ φ , Π  ( )1φ −= Φ  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

φ ε τ σ τ , σ τ φ ε τ ε τ , 0,
t t

t t d t R t d t′= Π − = − >∫ ∫  (3) 
на сложное напряженное состояние в предположениях изотропности и тензорной 
линейности материала, отсутствия взаимного влияния шаровых и девиаторных 
частей тензоров (независимости объемной деформации ( )0θ 3ε εii t= =   
от касательных напряжений, а сдвиговых деформаций – от 0σ ) и пренебрежения 
влиянием их третьих инвариантов. 

Данная статья продолжает цикл работ [34-38] по системному 
аналитическому исследованию ОС (1) с целью выявления комплекса 
моделируемых ОС (1) реологических эффектов и границ области применимости, 
сфер влияния его материальных функций и феноменологических ограничений  
на них, разработки способов идентификации, верификации и настройки ОС. 
Такой анализ до сих пор не был проведен для ОС (1). Подробные обзоры 
литературы и областей приложения ОС (3) приведены в статьях [35-38]. 
 
 
1. ОС РАБОТНОВА И ОГРАНИЧЕНИЯ НА МАТЕРИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 

 
Одноосное ОС (3) предложено Ю.Н. Работновым для описания нелинейной 

ползучести как обобщение одномерного линейного ОС вязкоупругости 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

ε τ σ τ σ, σ τ ε τ ε, 0,
t t

t t d t R t d t= Π − = = − = >∫ ∫Π R  (4) 

посредством введения дополнительной МФ ( )φ u  [27-30,21,25]. В (4) и (3) 

функции ползучести и релаксации ( )tΠ , ( )R t , связаны интегральным 
уравнением 

( )h tΠ =R   или  ( ) , 0R h t t= >Π       (5) 

( ( )h t  – функция Хевисайда), выражающим условие взаимной обратности 
операторов (4) (и (3)) [23]. В англоязычных работах ОС (3) именуется уравнением 
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квазилинейной вязкоупругости (QLV), а его автором считается Y.C. Fung [39-48]. 
В работах [21,25,27-33] и др. ОС (3) применялось к описанию одномерного 
поведения графита, металлов и сплавов, композитов, а в [39-48] – связок, 
сухожилий и других биологических тканей. 

В одномерном случае (3) обратное ОС имеет вид ( )σ φ ε= R  (композиция 
оператора действия функции φ  и линейного оператора R  из (4)). Обращение 
трехмерного ОС (1) для любых возрастающих МФ Φ  и 0Φ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12
0 0 3σ φ θ , σ φ ε , σ ε ,ij ijs t t t e t−= = =0R R    (6) 

где 1φ −= Φ , 1
0 0φ −= Φ , 0ε−= Iε ε  и ( )0.52

3ε ij ije e=  – девиатор и интенсивность 

деформаций, а функции релаксации ( )R t , ( )0R t  связаны с Π  и 0Π  уравнениями 
вида (5). Из трех МФ φ , Π , R  в ОС (3) лишь две независимы, а в ОС (1) – четыре 
независимых МФ. 

На функции ползучести и релаксации в ОС (1) (или (6)) наложим те же 
минимальные ограничения, что и в линейной теории вязкоупругости [49,50]: 
( )tΠ , ( )0 tΠ , ( )R t , ( )0R t  предполагаем положительными и дифференцируемыми 

на ( )0; ,∞  функции Π  и 0Π  – возрастающими и выпуклыми вверх, а R  и 0R  – 

убывающими и выпуклыми вниз на ( )0; ,∞  R  и 0R  могут иметь интегрируемую 

особенность или δ -сингулярность в точке 0t =  (слагаемое ( )ηδ t , η 0> , ( )δ t  – 
дельта-функция). Из этих условий следует существование предела 
( ) ( )0 inf 0tΠ = Π ≥  ( ( ) ( )0 : 0y y= +  – предел функции ( )y t  справа в т. 0t = ).  

На МФ φ  и 0φ  в ОС (6) и на МФ Φ  и 0Φ  в ОС (1) наложим следующие 
минимальные требования [35-38]: функция ( )φ u  непрерывно дифференцируема  

и строго возрастает на ( )0;ω ,  ω 0> , а ( )0φ u  – на множестве ( ) ( )ω ;0 0;ω− +  (где 

ω ω 0− + < ), причем ( )φ 0 0+ =  и ( ) ( )0 0φ 0 φ 0 0+ = − =  (иначе процессу ( ) 0t ≡ε  

соответствует ненулевой отклик ( )tσ ). Из возрастания φ  и 0φ  следует 

существование обратных функций ( ) 1φx −Φ = , ( )0;x X∈ , ( ): supφX u= ,  

и ( ) 1
0 0φx −Φ = , ( );x x x∈ , где ( )0φ ω 0x −= + , ( )0φ ω 0x += − , и обратимость ОС (1). 

Примеры семейств функций, которые удобно использовать для задания МФ 
Φ , 0Φ  или φ , 0φ , приведены в [35-38]. 

Отметим, что ОС (1) (т.е. (6)) с ( )φ x x= , ( )0φ x x=  в трехмерном случае  
не совпадает с линейным ОС вязкоупругости для изотропных сред 

( ) 2
03 , σ θ,ij ijs t e= = 0R R         (7) 

так как (7) не обеспечивает пропорциональность девиаторов тензоров 
деформаций и напряжений в случае сложных нагружений. Эти два ОС совпадают 
только на множестве процессов простых нагружений ( )σ γ σij ijt=  при любых ,i j  

(или простых деформирований ( )ε γ εij ijt= ), где γ 0> , а σ  – постоянный тензор, 
на которых линейное ОС (7) обеспечивает пропорциональность девиаторов 
тензоров. Из построенного в [1] решения задачи об НДС трубы следует,  
что в любой точке трубы реализуется процесс простого деформирования,  
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и потому решение задачи для ОС (1) с МФ ( )φ x Ax=  действительно совпадает  
с решением для линейно вязкоупругой несжимаемой среды [1]. 

Если задать ФП постоянной (пренебречь сдвиговой ползучестью), то ОС (1) 
для несжимаемого материала вырождается в ОС для упрочняющегося 
упругопластического несжимаемого материала (без наследственности)  
с произвольной МФ ( )xΦ , связывающей интенсивности напряжений  
и деформаций в точности так, как в деформационной теории пластичности [7],  
а построенное решение задачи о НДС трубы из наследственного материала, 
подчиняющегося ОС (1), превращается (как показано в [1]) в классическое 
решение [3-8]. 
 
 

2. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОРОДНОЙ 
ТОЛСТОСТЕННОЙ ТРУБЫ 

 
Рассмотрим задачу об определении НДС полого цилиндра  

из наследственного несжимаемого материала, подчиняющегося нелинейному ОС 
Работнова (1) с произвольными материальными функциями, под действием 
давлений ( )1p t  и ( )2p t , заданных на внутренней и внешней поверхности 
цилиндра при 0t > . Считаем, что давления меняются медленно: так, чтобы 
влиянием инерционных членов в уравнениях движения можно было пренебречь 
(квазистатическая постановка). Будем использовать цилиндрическую систему 
координат, ось z  направим вдоль оси цилиндра. Пусть 1r  и 2r  – внутренний  
и внешний радиусы ненагруженного цилиндра (при 0t = ). Тогда краевые условия 
имеют вид 

( ) ( )
1 2 1 1 2 2

1 2 θ θσ , σ , σ σ 0, σ σ 0.r r r rz r rzr r r r r r
p t p t= − = − = = = =  (8) 

Задача осесимметрична, и в любой точке ( ), ,r zθ  в любой момент времени 
все компоненты перемещений, деформаций и напряжений не зависят от угла θ  и  

( ) ( )
( ) ( )

1 1
θ θ θ θ θ,θ

, ,

σ 0, σ 0, 0, ε , ,

ε , , ε , .
r z r r

r r r z z z

u r t r u u r u

r t u r t u

− −≡ ≡ ≡ = + =

= =
   (9) 

Предполагаем, что труба закреплена на торцах так, что 0zu =  и касательные 
напряжения на торцах отсутствуют: θσ 0z =  и σ 0rz = . Тогда труба находится  
в состоянии плоской деформации, ru  и σ z  не зависят от z , и (помимо (9)) 
справедливы равенства σ 0rz ≡ , θε 0z ≡ , θε 0r ≡ , ε 0z ≡ , 0zu ≡ , 

( ) ( )11 1
, , θ θ, ,θ2 2ε 0, ε 0.rz r z z r z z zu u u r u−= + ≡ = + ≡  Поэтому тензоры деформаций  

и напряжений диагональны: { }r θε ,ε ,0=ε diag , { }θ: σ ,σ ,σr z= diagσ , а зависимости 

ненулевых компонент от координат имеют вид: ( ),ru r t , ( )ε ,r r t , ( )θε ,r t , ( )σ ,r r t , 

( )θσ ,r t , ( )σ z t . Будем считать материал несжимаемым. Тогда =e ε , 

{ }0 θ 0 0: σ σ ,σ σ ,σ σr z= − − −diags , а ОС (1) (и обратное ему ОС (6)) сводится  

к одномерному ОС ( )ε σ= Φ Π  с двумя МФ (Φ  и Π  или φ  и R ), связывающему 
интенсивности напряжений и деформаций, и условию пропорциональности 
девиаторов (6): ( ) ( ) ( ) ( )12

3 σ εij ijs t t t e t−= , ( )σ φ ε= R  (первое уравнение ОС (6)  
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не используется, и среднее напряжение 0σ  находится из решения краевой задачи, 
как обычно бывает при допущении несжимаемости). 

В работе [1] (в предположениях плоской деформации трубы  
и однородности, изотропности и несжимаемости материала) поля перемещений, 
деформаций и напряжений в трубе из материала, подчиняющегося ОС (1) с двумя 
произвольными МФ ( )tΠ  и ( )xΦ  (или ( )R t  и ( )φ x  в (6)), выражены через одну 

(искомую) функцию времени ( )y t  

( ) ( )3
1 θ2, , 0, 0;r zu r t y t r r u u= ≡ ≡       (10) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 23 3
θ θ2 2ε , , ε , ε , , ε 0;r zr t y t r r t r t y t r− −= = − = − ≡  (11) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )21
1 3

σ , ;r r t p z t F y t F y t r = − + − R    (12) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 21
θ 1 3

σ , 2φ ;r t p z t F y t F y t r y t r = − + − + R  (13) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 21
1 3

σ , φ .z r t p z t F y t F y t r y t r = − + − + R  (14) 

При этом ( )θσ σ σ 2z r= +  и 0σ σ z= . Интенсивности деформаций и напряжений 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 232
θ θ23

ε , ε , σ , σ σ φ .rr t y t r r t y t r= = = − = R  (15) 

В формулах (10)-(15) [ ]1 2 1: 1,r r r r r= ∈ , ( ) ( )sgnz t p t= , ( ) ( ) ( )1 2:p t p t p t= − , 

( ) ( ) 1

0
: φ , 0

s
F s x x dx s−= >∫         (16) 

(из ( )φ 0x >  при 0x >  следует возрастание ( )F s ), а ( )y t  – решение уравнения 

( ) ( )( ) ( )( )1
1 2 3

p p z t F y t F q y t − = − R      (17) 

или эквивалентного ему уравнения 
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), : 3 3 , 0.F Y t F qY t P t P t zp t p t t− = = = >  Π Π (18) 

Здесь ( ):Y y t= , ( ) ( )2
1 2: 0;1q r r= ∈ , а ( )P t  – известная функция, если задана 

функция ползучести и разность давлений ( )p t . Из (15) и (11) следует,  

что ( ) ( ) ( )1 2ε , ε ,Y t t r t r q= =  – интенсивность деформаций, а ( )y t  – измеримая  
в испытаниях физическая величина, пропорциональная окружной деформации  
на поверхности трубы: ( ) ( )2

θ 23
ε ,y t r t q= . В статье [1] исследованы свойства 

найденного НДС трубы (11)-(14). 
Решение уравнения (18) ( )Y t  существует (в окрестности любой точки ( ),t Y , 

, 0t Y > ) по теореме о неявной функции, ибо производная функции 
( ) ( ) ( ) ( ), :f t Y F Y F qY P t= − −  по Y  существует и отлична от нуля для , 0t Y > : 

( ) ( ) ( ) ( ) 1φ φ 0f Y F Y qF qY Y qY Y −′ ′∂ ∂ = − = − >   , так как ( ) ( )φF s s s′ = ,  

а из возрастания ( )φ x  следует, что ( ) ( )φ φ 0Y qY− >  при 0Y > . Из тождества (18) 

следует, что функция ( ),Y t q  дифференцируема по t  и по параметру q  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11

1

φ φ φ 0,

φ φ .

Y q q Y qY Y qY

Y Y Y qY P t

−−

−

∂ ∂ = − >  

= −   

     (19) 
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После определения ( )y t  из уравнения (18) (в общем случае приближённого, 
хотя в [1] получено и аналитическое решение для важного класса МФ) можно 
вычислить поля перемещений и напряжений (10)-(14). Вместо функционального 
уравнения (18) можно решать задачу Коши для дифференциального уравнения 
(19), задавая начальное условие ( )0Y  как решение уравнения (18) при 0t = . 

Интеграл от напряжения (13) по отрезку [ ]1 2,r r  равен ( ) ( )1 1 2 2p t r p t r− ,  
т.е. выполнено условие равновесия половины трубы в проекции на ось, 
ортогональную z . Среднее значение окружного напряжения (13) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2
θ 1 1 2 2 2 1 1 2σ / 1 .t p r p r r r q p t p t q= − − = − −   (20) 

Продольная сила и среднее осевое напряжение ( ) ( )2
2σ 1z t N S N r qπ = = −   

вычисляются интегрированием напряжения (14) по сечению трубы 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 1 2 1 1 2 2

1
1 2

,

σ 1z

N r qp t p t r p t r p t

t q qp t p t

pp
−

 = − = −    

= − −  
    (21) 

(преобразования интегралов опущены, формула (21) выведена в работе [1]). Знак 
продольной силы (21) совпадает со знаком разности 1 2qp p− , она равна нулю 
лишь в случае 2 1p qp= . Примечательно, что продольная сила (в отличие  
от напряжений) не зависит от предыстории изменения нагрузки и от МФ ОС (1), 
а только от радиусов трубы и мгновенных значений давлений, и совпадает  
с силой, найденной из решения задачи Ламе для линейно упругого несжимаемого 
материала (при динамической постановке задачи, т.е. при учете инерционных 
членов в уравнении равновесия, это уже не так [1]). 

Если внешнее давление 2 ( ) 0p t ≡ , то отношение средних напряжений (20)  
и (21) не зависит от нагрузки и от времени и всегда θσ σ 2z >  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
θ 2 1σ σ 1 1 1 1 1 .zt t q q q q q q r r− − −= − − = + = + = + (22) 

В случае ОС (1) с ФР ( ) constR t E= =  и произвольной МФ φ  общее 
решение (12)-(11) превращается в решение для случая нелинейной упругости 
материала (или упруго-пластичности при активном нагружении), поскольку МФ 
φ , связывает интенсивности деформаций и напряжений в точности так, как  
в деформационной теории пластичности, и задает упрочнение материала. 
Действие оператора R  на произвольную функцию (см. (2)) сводится  
к умножению на E  и формулы (12)-(14) упростятся и совпадут с классическими 
решениями [3-8]. Если дополнительно ( )φ x x= , то ( )F s s=  и поле напряжений 
совпадет с решением квазистатической задачи в рамках линейной теории 
упругости 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 21 1
2 θ 23 3

1
2 3

σ , σ ,

σ .
r

z

p t E q r y t p E q r y t

p Eqy t

− −= − + − = − + +

= − +
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3. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О НАГРУЖЕНИИ 
ДАВЛЕНИЯМИ ДВУХСЛОЙНОЙ ТРУБЫ ИЗ НЕЛИНЕЙНО 
ВЯЗКОУПРУГИХ МАТЕРИАЛОВ, ОПИСЫВАЕМЫХ ОС (1) 

 
При тех же основных допущениях (несжимаемость изотропного материала, 

плоская деформация, те же краевые условия) рассмотрим квазистатическую 
задачу об определении напряжений и деформаций в трубе, состоящей из двух 
слоев разных однородных вязкоупругих материалов (с радиусами границ 0 1 2, ,r r r ), 
каждый из которых подчиняется нелинейному ОС Работнова (1) (т.е. (6))  
с разными (произвольными) парами МФ { },φi iR , 1;2i = , под действием давлений 

( )0p t  и ( )2p t , 0t > , заданных на внутренней и внешней поверхности трубы  
(при 0r r=  и 2r r= ). Считаем, что давления меняются медленно: так, чтобы 
влиянием инерционных членов в уравнениях движения можно было пренебречь. 

Пусть ( ) ( )1 1σ ,rp t r t= −  – неизвестное давление на границе слоев 1r r=  
(поверхностная плотность силы их контактного взаимодействия). Для каждого 
слоя справедливы формулы (10)-(18) с заменой МФ ,φR  на { },φi iR , ( )y t  –  

на ( )iy t  (а для внутреннего слоя еще нужно пару радиусов 1 2,r r  заменить на 0 1,r r ). 

Интегральное уравнение (17) для искомой функции ( )iy t  каждого слоя имеет вид 

( ) ( )( ) ( )( )1
0 1 1 1 1 1 1 1 13

,p p z t F y t F q y t − = − R     (23) 

( ) ( )( ) ( )( )1
1 2 2 2 2 2 2 2 23

,p p z t F y t F q y t − = − R     (24) 

где ( ) ( ) ( )( )1 0 1sgnz t p t p t= − , ( ) ( ) ( )( )2 1 2sgnz t p t p t= − , ( )2
1 0 1:q r r= , ( )2

2 1 2:q r r= , 

( ): 0;1iq ∈ , а радиальное перемещение (10) в любой точке трубы 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

2 13
0 1 0 12

2 13
1 2 1 22

, при , ,

, при ,

u r t r r y t r r r

u r t r r y t r r r

−

−

= ∈

= ∈
      (25) 

( θ 0u ≡ , 0zu ≡ ). Так как касательные напряжения и перемещения равны нулю, 
условия сопряжения на границе слоев 1r r=  – непрерывность ( )1σ ,r r t  (уже 

использована в (23),(24)) и перемещения (25), т.е. тождество ( ) ( )2 2
0 1 1 2r y t r y t= , или 

( ) ( )2 1 1 .y t q y t=           (26) 
Уравнения (23), (24), (26) образуют систему уравнений для трех 

неизвестных функций ( )1p t , ( )1y t  и ( )2y t , определив которые, можно вычислить 
поля перемещений, деформаций и напряжений по формулам вида (10)-(14) для 
каждого слоя трубы. Эту систему можно решить методом исключения 
неизвестных и свести к одному интегральному уравнению для ( )1y t . Для 

упрощения формул будем рассматривать случай нагрузки ( ) ( )0 2p t p t≥ , 0t > , 

когда ( ) 1iz t = , ( ) 0iy t ≥ . Сложим (23) и (24) (исключая ( )1p t ) и подставим (26) 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 2 1

0 23 .

F y t F q y t F q y t F q q y t

p p

   − + −   

−

=

=

R R
 (27) 
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После определения ( )1y t  из интегрального уравнения (27) (в общем случае 
приближённого, хотя ниже будет получено и аналитическое решение для одного 
класса МФ) можно вычислить ( )2y t  и ( )1p t  по формулам (26), (23) (или (24))  
и поля перемещений, деформаций и напряжений в каждом слое трубы по (10)-(14) 

( ) ( ) [ ]
( ) ( )( ) ( )( )

1
1 0 1 1 1 1 1 13

1
2 2 2 1 1 2 2 1 13

( ( )) ( ( ))

;

p t p t F y t F q y t

p t F q y t F q q y t

= − − =

 + − =

R

R
    (28) 

( ) ( )2 13
0 12,u r t r r y t−=   при  [ ] [ ]0 1 1 2 θ, , , 0, 0, 0;zr r r r r t u u∈ ∪ > ≡ ≡  (29) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 23 3
θ 0 1 θ 0 12 2ε , , ε , ε , , ε 0r zr t r r y t r t r t r r y t− −= = − = − ≡  (30) 

(в силу (26) формулы (25) сливаются). По (12)-(14) напряжения в каждом слое 
трубы выражаются разными формулами (через свою пару МФ): при [ )0 1,r r r∈  

( ) ( )( ) ( )( )2 21
0 1 1 1 1 1 03

σ , ,r r t p F y t F y t r r− = − + − R     (31) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 21
θ 0 1 1 1 1 1 0 1 1 03

σ , 2φ ,r t p F y t F y t r r y t r r− − = − + − + R  (32) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 21
0 1 1 1 1 1 0 1 1 03

σ , φ ;z r t p F y t F y t r r y t r r− − = − + − + R  (33) 

а при ( ]1 2,r r r∈  

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2 21
1 2 2 1 1 2 1 1 13

2 2 2 21
θ 1 2 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1 13

2 2 2 21
1 2 2 1 1 2 1 1 1 2 1 1 13

σ ,

σ , 2φ ,

σ , φ ,

r

z

p F q y t F q y t r r

r t p F q y t F q y t r r q y t r r

r t p F q y t F q y t r r q y t r r

−

− −

− −

 = − + − 
 = − + − + 
 = − + − + 

R

R

R

 

и подстановка 2 2
1 1 0q r r= , 2 2

2 1 0 2q q r r−= и второго выражения (28) для ( )1p t  дает 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 21
2 2 2 0 2 1 2 1 03

σ , ,r r t p t F r r y t F y t r r− − = + − − R   (34) 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 21
θ 2 2 2 0 2 13

2 2 2 2
2 1 0 2 1 0

σ ,

2φ ,

r t p t F r r y t

F y t r r y t r r

−

− −

= − + −
− + 

R
     (35) 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 21
2 2 2 0 2 13

2 2 2 2
2 1 0 2 1 0

σ ,

φ ,

z r t p t F r r y t

F y t r r y t r r

−

− −

= − + −
− + 

R
     (36) 

Интенсивность напряжений вычисляется по (15) 
( ) ( )( ) [ )

( ) ( )( ) ( ]

2 2
1 1 1 0 0 1

2 2
2 2 1 0 1 2

σ , φ , , ,

σ , φ , , .

r t y t r r r r r

r t y t r r r r r

−

−

 = ∈ 
 = ∈ 

R

R
     (37) 

Радиальное напряжение (и деформации), очевидно, непрерывно на границе 
слоев 1r r= , а окружное и осевое напряжения, имеют разрыв первого рода. 
Вычислим их скачки в точке 1r r= . Из (33) и (36) при 1r r=  получим 



Механика композиционных материалов и конструкций    том 26, №4, 2020 г. 
 

465 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

1
1 0 1 1 1 1 1 13

1
1 1 1 13

1
1 2 2 2 1 2 1 2 1 13

1
2 2 1 13

σ 0,

φ ,

σ 0,

φ ,

z

z

r t p t F y t F q y t

q y t

r t p t F q q y t F q y t

q y t

 − = − + − + 
 +  

 + = − + − + 
 +  

R

R

R

R

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1
1 1 2 2 1 1 1 1 1 13 3

σ 0, σ 0, φ φ ,

0,
z zr t r t q y t q y t

t

   + − − =    
>

−R R
 (38) 

поскольку сумма всех остальных слагаемых тождественно равна нулю в силу (27). 
Скачок (38) зависит от времени и может обращаться в нуль в некоторые моменты. 
Аналогично, вычисляется скачок окружного напряжения на границе слоев 1r r=  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )θ 1 θ 1 2 2 1 1 1 1 1 13 3
2 2σ 0, σ 0, φ φ ,

0.

r t r t q y t q y t

t

   + − − =    
>

−R R  (39) 

В любой момент времени он в два раза больше скачка осевого напряжения (38). 
 
 

4. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ И СПЕЦИФИКА НДС ДЛЯ ТРУБЫ  
ИЗ МАТЕРИАЛОВ СО СТЕПЕННОЙ ФУНКЦИЕЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ  

И ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫМИ ФУНКЦИЯМИ РЕЛАКСАЦИИ 
 

Рассмотрим двухслойную трубу из материалов с МФ 
( ) ( ) ( ) α

1 2, φ φ , , 0, 0,i i iR G R t x x Ax A Gα= = = > >    (40) 

где функция ( )R t  (положительная, убывающая, выпуклая вниз) и показатель 
степени произвольны. Модель (40) обеспечивает классическую степенную 
зависимость кривых ползучести (и скорости ползучести) каждого материала  
от уровня напряжения (от его интенсивности при трехосном НДС) [35,37]  
и степенную аппроксимацию диаграмм деформирования [38]. В частности, при 
( ) constR t =  получим слои упругопластических материалов со степенной 

функцией упрочнения и разными модулями сдвига. 
Построим аналитическое решение ключевого интегрального уравнения (27), 

вычислим все интегральные операторы, входящие в общее представление для 
поля напряжений (31)-(36), и выведем простые алгебраические формулы для 
деформаций и напряжений в любой точке трубы. 

В силу (40) уравнение (27) принимает вид 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1

0 23 .

G F y t G F q y t G F q y t G F q q y t

p p

 − + − = 

= −

R
 

Применив обратный R  оператор Π , получим функциональное уравнение для 1y  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 ,

: 3 .

G F y t G F q y t G F q y t G F q q y t P t

P t p t

− + −

=

=

Π
(41) 

Здесь ( ) 0P t ≥  – известная функция, если задана опорная функция релаксации 

( )R t  (и следовательно, функция ползучести, связанная с ней интегральным 

уравнением (5)) и разность давлений ( ) ( )0 2 0p p t p t= − ≥ , 0t >  (например,  
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в задаче о ползучести трубы при постоянной при 0t >  нагрузке ( ) ( )p t ph t=  

имеем ( ) ( )3P t p t= P ). По (16) ( ) 1 ααiF s A s−= , и уравнение (41) упрощается 

( ) ( ) ( ) ( )α 1 α α α
1 1 1 1 2 2, α 1 1 .:By t P t q G q G qB A − − − + − = =  

Здесь ( )1 2, ,α 0,B q q >  поскольку ( )0;1iq ∈  и ( )α
1 0;1q ∈  при 0α > , и решение ( )1y t  

находится аналитически для произвольной функции релаксации ( )R t  в (40)  

и любого нагружения ( ) 0p t ≥  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 2 1 2,α , ,α 0, 0., ,y t a q q P t a q q B ta a−= = > >   (42) 

Подстановка ( )1y t  и ( ) ( )2 1 1y t q y t=  в формулы (29), (30) дает выражения 
для перемещения и деформаций 

( ) ( ) ( )12 13
1 2 02, ,α,u r t a q q r r P t a−=   при  [ ] [ ]0 1 1 2, , ,r r r r r∈ ∪   (43) 

( ) ( ) ( )1 12 2 2 23
θ 0 θ 02ε , , ε ε , ε .rr t u r ar r P t ar r P taa − −= = = − =   (44) 

Зависимость деформаций от времени полностью определяется функцией 
( )1P t α , зависящей от программы нагружения ( )p t  и функции релаксации ( )R t . 

Влияние относительных толщин слоев трубы характеризуется множителем 
( )1 2 ,α,a q q  из (42). При фиксированном t  модули деформаций (44) – убывающие 

функции r . 
Однородность функций φi  в (40) и ( )φ αi iF x=  позволяет вычислить все 

интегральные операторы в формулах (31)-(36) и получить для напряжений  
в любой точке трубы простые алгебраические формулы. Сначала необходимо 
вычислить функции, на которые действуют операторы i iG=R R  в (31)-(36) 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 α
1 1 1 2α , ,α ,F y t A a P t w q q P t−= =  

где 

( ) ( ) 1α α α
1 1 1 2 21 1 ,w q G q G q

−
− − = − + −          (45) 

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2α 2α
1 1 0 1 2 0

2 2 2α 2α
1 1 0 1 2 0

2 2 2α 2α
1 1 1 1 0 1 2 0

2 2 2 2
1 1 1 1 0 1 1 0

2α 2α
1 2 0

2 2 2 2
1 1 1 1 0 1 1 0

1 2

, ,α ,

φ α , ,α ,

, ,α 1 ,

2φ

, ,α 1 2α 1 ,

φ

,

F y t r r w q q r r P t

y t r r w q q r r P t

F y t F y t r r w q q r r P t

F y t F y t r r y t r r

w q q r r P t

F y t F y t r r y t r r

w q q

− −

− −

− −

− −

−

− −

=

=

− = −

− + =

 = + − 

− + =

= ( ) ( ) ( )2α 2α
0,α 1 α 1 .r r P t− + − 

 

Все эти функции пропорциональны ( )P t , и потому вычисление всех 
линейных интегральных операторов 1 1G=R R  по времени в (31)-(33) сводится  

к вычислению образа ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 13 3t G t G p t G p tP P= = =R R RΠ  (поскольку 
=Π IR ) и умножению на соответствующий множитель, не зависящий  
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от времени. Поэтому формулы (31)-(33) для напряжений при [ )0 1,r r r∈  
принимают вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2α
0 1 1 2 0σ , , ,α 1 ,r r t p t G w q q r r p t− = − + −     (46) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2α
θ 0 1 1 2 0σ , , ,α 1 2α 1 ,r t p t G w q q r r p t− = − + + −    (47) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2α
0 1 1 2 0σ , , ,α 1 α 1 .z r t p t G w q q r r p t− = − + + −    (48) 

В этих формулах ( )1 2, ,α 0w q q > , поскольку ( )0;1iq ∈  и ( )α
1 0;1q ∈  при 0α > . 

Из (45) также следует оценка ( )α
1 1 21w G q G> + . 

Так как у модели (40) ( ) ( )1 2F x F x= , то вычисление напряжений при 

( ]1 2,r r r∈  по формулам (34)-(36) отличается только множителем в операторе 

2 2G=R R  и наличием множителя 2 2
0 2 1 2r r q q− =  в аргументе функции ( ) 1 α

2 αF s A s−=  
в первом слагаемом под знаком оператора в каждой из формул (34)-(36). 
Постоянный множитель ( )α

1 2q q  выносится из оператора, и потому при ( ]1 2,r r r∈  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )α 2α
2 2 1 2 1 2 2σ , , ,α 1 ,r r t p t G w q q q q r r p t− = − + −    (49) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )α 2α
θ 2 2 1 2 1 2 2σ , , ,α 1 2α 1 ,r t p t G w q q q q r r p t− = − + + −   (50) 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )α 2α
2 2 1 2 1 2 2σ , , ,α 1 α 1 .z r t p t G w q q q q r r p t− = − + + −   (51) 

Функции релаксации и ползучести модели (40) не входят в формулы для 
напряжений (46)-(51), т.е. напряжения не зависят от наследственных свойств 
материала и предыстории нагружения, а зависят лишь от величин давлений 

( )ip t  в данный момент времени (для модели (40) напряжения такие же, как  
в квазистатической задаче для трубы из нелинейно упругого материала). 

Характер зависимостей напряжений (46)-(51) от r  (интервалы монотонности 
и выпуклости, наличие точек экстремума) в любой фиксированный момент 
времени определяется поведением функций 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2α 2α 2α
θ1 , 1 α 1 , 1 2α 1r zS x x S x x S x x− − −= − = + − = + −  

( 0 1x r r= ≥  для [ ]0 1,r r r∈  и 2 ,x r r=  1 20 1r r x< ≤ ≤  для [ ]1 2,r r r∈ ), поскольку 

( )1 2, ,α 0,w q q >  0,iq >  0iG >  и ( ) 0p t ≥  (выше рассматривался лишь случай 

( ) 0p t ≥ ), т.е. полностью определяется величиной α  и знаком 1x − . На знак 

напряжений еще влияют отношения ( ) ( )2 1p t p t  и iq . 

Поскольку ( ) ( ) ( )θ z rS x S x S x> >  при 0α > , ( ) 0rS x >  при 1x >  и ( ) 0rS x <  
при 1x < , то из (46)-(51) следуют неравенства 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )θ 0 2σ , σ , σ , , σ , 0z r rr t r t r t p t r t p t> > − < < − ≤  

для всех ( ) ( )0 1 1 2, ,r r r r r∈ ∪  и в любой момент времени, когда ( ) 0p t > . Так как 

α 0>  и ( )rS x  возрастает при 0x > , то в любой момент времени, когда ( ) 0p t > , 

напряжение ( )σr r  возрастает по r  (а ( )σr r  убывает). Осевое напряжение 

( )σ z r  в любой момент времени (когда ( ) 0p t > ) возрастает по r , если ( )α 0;1∈  
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(как и функция ( )zS x ), убывает, если α 1> , и постоянно по сечению лишь при 
α 1=  (т.е. в случае линейно вязкоупругого материала). Окружное напряжение 
( )θσ r  возрастает при ( )α 0;0.5∈ , убывает при α 0.5>  и не зависит от 

координат при α 0.5= . Если в некоторый момент времени ( )0 0p t = , т.е. 

( ) ( )0 0 2 0p t p t= , то все напряжения не зависят от r  и одинаковы: 

( ) ( ) ( ) ( )θ 0 0 0 0 0σ , σ , σ ,z rr t r t r t p t= = = − . 

Так как при любом α 0>  в любой момент времени ( ) ( ) ( )θσ , , σ , , σ ,r zr t r t r t  
монотонны по r , то наибольшее и наименьшее значения они принимают  
на границах слоев при ir r= . 

Интенсивность напряжений (и ( ) ( )maxτ , σ , 3r t r t= ) выражается по (37) 

( )( ) [ )
( )( ) ( ]

2α
1 0 0 1

2α
2 0 1 2

σ 3 α , , ,

σ 3 α , , .

G wp t r r r r r

G wp t r r r r r

−

−

= ∈

= ∈
      (52) 

В любой момент времени, кроме тех, когда ( ) 0p t = , интенсивность 
напряжений (как) убывает по r  при любом α 0>  и максимальна на внутренней 
границе каждого слоя. 

Формулы (38), (39) для скачков осевого и окружного напряжений на границе 
слоев трубы ( )σ̂ z t  и ( )θσ̂ t  дают для модели (40) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α
2 1 1 2 1 θˆ ˆ ˆσ α , ,α , σ 2σ .z zt G G w q q q p t t t= − =  

При α 1=  (т.е. в случае линейно вязкоупругих материалов) все компоненты 
тензора напряжений (46)-(51) совпадают с решением задачи для трубы  
из несжимаемых линейно упругих материалов, в частности σ z  не зависит от r . 
 
 

5. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О НАГРУЖЕНИИ МНОГОСЛОЙНОЙ ТРУБЫ  
ИЗ НЕЛИНЕЙНО ВЯЗКОУПРУГИХ МАТЕРИАЛОВ, ОПИСЫВАЕМЫХ 
ОС (1) С ПРОИЗВОЛЬНЫМИ ПАРАМИ МАТЕРИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 

 
Тем же способом строится точное решение задачи о нагружении давлениями  

многослойной трубы, состоящей из любого количества слоев нелинейно 
вязкоупругих материалов (с радиусами внешних границ ir , 1;...;i n= ), каждый  
из которых подчиняется нелинейному ОС Работнова (1) с разными парами 
материальных функций { },φ ,i iR  под действием давлений ( )0p t  и ( )np t , 0t > , 
заданных на внутренней и внешней поверхности трубы (при 0r r=  и nr r= ). 
Система из 2 1n −  уравнения для неизвестных функций ( )iy t  и неизвестных 

давлений на границах слоев ( ) ,ip t  1;...; 1i n= − , расщепляется и сводится  

к одному интегральному уравнению для ( )1y t . В самом деле, интегральное 

уравнение (17) для неизвестной функции ( )iy t  каждого слоя имеет вид 

( ) ( )( ) ( )( )
( )

1
1 3

2
1

,

: , 1;...;

i i i i i i i i i

i i i

p p z t F y t F q y t

q r r i n

−

−

 − = − 

= =

R
    (53) 
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радиальное перемещение в любой точке трубы выражается формулами 
( ) ( )2 13

12,i i iu r t r r y t−
−=   при  [ ]1, , 1;...; 1,i ir r r i n−∈ = −    (54) 

условия непрерывности радиального перемещения (54) на границах слоев ir r= , 
1;...; 1i N= − , имеют вид ( ) ( )2 2

1 1i i i ir y t r y t− += , т.е. ( ) ( )1i i iy t q y t+ = , или 

( ) ( ) ( )2
1 1 1 0, : ... , 1;...; 1.i i i i iy t Q y t Q q q r r i N+ = = = = −    (55) 

Разрешающее уравнение для ( )1y t  получается в результате сложения всех 
уравнений (53) 

( )( ) ( )( ) ( )0
1

3 ,
n

i i i i i i nF y t F q y t p p − −  =∑R  

т.е. 

( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 0
1

3 .
n

i i i i i nF Q y t F Q y t p p− − −  =∑R     (56) 

После определения ( )1y t  из интегрального уравнения (56) легко вычисляются все 

( )iy t  для слоев по формулам (55), последовательно определяются все давления  

на границах слоев ( )ip t  по (53) и, наконец, по формулам вида (10)-(14) 
вычисляются поля перемещений и напряжений в каждом слое трубы. 

Вычислим полную продольную силу, используя формулу (21) для всех слоев 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
1 1 1

2 2
0 01

,

( ) .

i i i i i i i i i

n
i n n

N r q p t p t r p t r p t

N t N r p t r p t

pp

p

− − − = − = −    

 = = − ∑
   (57) 

Примечательно, что в любой момент времени продольная сила (57) (в отличие  
от напряжений) не зависит от количества и толщины слоев трубы, от МФ 
{ },φ ,i iR  задающих свойства материалов, и от предыстории изменения нагрузки,  

а зависит лишь от мгновенных значений заданных давлений ( )0p t , ( )np t   
и внешних радиусов трубы 0r , nr , на которых задана нагрузка, и совпадает  
с силой, найденной из решения задачи Ламе для однородного линейно упругого 
несжимаемого материала. Знак силы (57) совпадает со знаком разности 

( ) ( )2 2
0 0 n nr p t r p t− , она равна нулю лишь в те моменты времени, когда 

( ) ( )2 2
0 0 n nr p t r p t= . 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Построено точное решение квазистатической задачи об определении 

напряженно-деформированного состояния составной толстостенной трубы, 
состоящей из нескольких (соединенных без натяга, ненапряженных) слоев 
нелинейно вязкоупругих изотропных материалов, каждый из которых 
подчиняется нелинейному ОС Работнова (1) с разными парами произвольных 
материальных функций (МФ) одного аргумента (функцией ползучести  
и функцией нелинейности) и постулату несжимаемости, при нагружении 
давлениями на внутренней и внешней поверхностях трубы, медленно 
меняющимися во времени. Проведено расщепление системы из 2 1n −  
нелинейных интегральных уравнений для неизвестных радиальных напряжений 
на границах слоев и функций, описывающих поле деформаций каждого слоя,  



 

470 

и ее решение сведено к одному нелинейному интегральному уравнению (56)  
для одной неизвестной функции времени, зависящему от МФ слоев трубы,  
их относительных толщин и заданных на границах трубы давлений. Для любых 
материальных функций слоев трубы перемещения, деформации и напряжения  
в любой точке трубы в любой момент времени и нормальные напряжения  
на границах слоев выражены через эту функцию времени явными формулами 
(формулами (28)-(36) для двухслойной трубы). Выведено выражение (57)  
для продольной силы, возникающей в поперечном сечении трубы в любой момент 
времени, и доказано, что она не зависит (в отличие от напряжений и деформаций) 
от количества слоев трубы и их толщин, от пар МФ, задающих вязкоупругие 
свойства материалов, и от предыстории изменения нагрузки, а зависит лишь  
от мгновенных значений заданных давлений и двух радиусов трубы, на которых 
задана нагрузка, и совпадает с силой, найденной из решения задачи Ламе  
для однородного линейно упругого несжимаемого материала (хотя осевые 
напряжения не постоянны по сечению). Для произвольных МФ выведены 
формулы (38), (39) для скачков окружного и осевого напряжений на границе 
слоев трубы в любой момент времени. 

Для модели двухслойной трубы (40) со степенной функцией нелинейности 
(с любым показателем) в случае пропорциональности всех функций сдвиговой 
релаксации материалов слоев одной и той же (произвольно заданной) функции 
времени построено точное решение ключевого интегрального уравнения (27), 
вычислены все интегральные операторы в общих выражениях для напряжений 
(31)-(36), и выведены простые алгебраические формулы (43), (44), (46)-(51)  
для деформаций и напряжений в любой точке трубы в любой момент времени 
через опорную функцию релаксации слоев, показатель функции нелинейности, 
относительные толщины слоев и заданные на границах трубы давления. 

Построенные точные решения полезны для верификации приближенных 
расчетов НДС составных вязкоупругих труб (в частности, из композиционных 
материалов) при произвольных материальных функциях (найденных в результате 
идентификации по данным испытаний реономных материалов), и решений, 
построенных при отказе от некоторых упрощающих допущений (несжимаемость, 
плоская деформация, однородность материала). В дальнейшем полученное точное 
решение будет обобщено на случай труб из функционально градиентных 
материалов с кусочно-степенной зависимостью вязкоупругих свойств  
от радиальной координаты (в частности труб из слоистых композитов, труб  
с покрытиями и упрочненными поверхностными слоями или подвергшихся 
воздействию агрессивной среды). 
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