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АННОТАЦИЯ 
 

В работе получено аналитическое решение задач о напряженно - деформируемом 
состоянии (НДС) тонкостенных элементов конструкций, таких как сфера и цилиндр,  
из сплава с памятью формы (СПФ), находящейся под действием внутреннего  
или внешнего давления нагружаемых в режиме мартенситной неупругости (МН)  
или в процессе прямого превращения без учета упругих деформаций и с учетом свойства 
разносопротивляемости материала. Под разносопротивляемостью понимается 
зависимость материальных констант этих сплавов от параметра вида напряженного 
состояния. В качестве параметра вида напряженного состояния используется параметр, 
связанный с третьим инвариантом девиатора напряжений. В рамках работы принимается 
линейная зависимость материальных констант от параметра вида напряженного 
состояния. Решение получено на основе модели нелинейного деформирования СПФ  
при фазовых и структурных превращениях. При решении задачи используется положение 
об активных процессах пропорционального нагружения. 

В рамках рассматриваемого процесса деформирования продемонстрировано 
влияние разносопротивляемости СПФ, на величину раздачи (обжатия) тонкостенных 
конструкций. Моделирование раздачи и обжатия тонкостенных конструкций выполнено  
с учетом осевой симметрии. Тонкостенные цилиндры рассматриваются в предположении 
о плоской деформации (ПД) и плоском напряженном состоянии (ПНС). 

Установлено, что параметр вида напряженного состояния тонкостенного цилиндра 
в предположении о ПД имеет такое же значение, как при чистом сдвиге,  
как при внутреннем, так и при внешнем давлении, а в предположении о ПНС такое  
же значение как при одноосном растяжении при внутреннем давлении и одноосном 
сжатии при внешнем. 

Установлено, что при одинаковом нагружении (внутреннем или внешнем 
давлении) параметр вида напряженного состояния для тонкостенной сферы  
и тонкостенного цилиндра имеет различные значения. 
 
Ключевые слова: сплавы с памятью формы; мартенситная неупругость; 
разносопротивляемость; тонкостенная сфера, тонкостенный цилиндр; давление 
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ABSTRACT 
 

In the work, an analytical solution of the problem on the stress-strain state (SSS)  
of a thin-walled sphere and a cylinder of a shape memory alloy (SMA), which is under  
the influence of internal or external pressure, is loaded in the mode of martensitic inelasticity 
(MN) or in the process direct transformation without taking into account elastic deformations 
and taking into account the property of material tension-compression asymmetry. Under  
the property, tension-compression asymmetry refers to the dependence of the material constants 
of these alloys on the type parameter of the state of stress. The parameter associated with  
the third invariant of the stress deviator is used as a parameter of the type of stress state.  
In the framework of the work, a linear dependence of material constants on the type parameter 
of the stress state is taken. The solution was obtained on the basis of the model of nonlinear 
deformation of SMA during phase and structural transformations. When solving the problem 
without taking into account elastic deformations, the provision on active processes  
of proportional loading is used. 

In the framework of the deformation process under consideration, the influence  
of the SMA diversity resistance on the distribution (compression) of thin-walled structures  
is demonstrated. The distribution and compression of thin-walled structures are simulated taking 
into account axial symmetry. Thin-walled cylinders are considered under the assumption  
of plane deformation (PD) and plane stress state (PSS). 

It has been established that the parameter of the state of stress of a thin-walled cylinder 
under the assumption of PD is the same as under pure shear, both under internal and external 
pressure, and under the assumption of PSS, it is the same as under uniaxial tension at internal 
pressure and uniaxial compression at external . 

It was established that under the same loading (internal or external pressure),  
the parameter of the state of stress for a thin-walled sphere and a thin-walled cylinder has 
different values. 
 
Keywords: shape memory alloys; martensitic transformation; tension-compression asymmetry; 
thin-walled sphere, thin-walled cylinder; pressure 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Для активного применения уникальных термомеханических свойств СПФ  
в технике [1] требуется наличие достоверных решений краевых задач механики 
этих сплавов [2]. Однако, получение подобных решений затрудненно ввиду 
объективной сложности определяющих соотношений СПФ, для которых зачастую 
невозможно получить аналитическое решение рассматриваемой краевой задачи. 

Кроме этого, экспериментально установлено, что напряженно-
деформированное состояние (НДС) СПФ как качественно, так и количественно 
зависит от вида напряженного состояния [3]. Расчет НДС конструкций, 
содержащих СПФ, осложняется тем фактом, что эти сплав являются 
разносопротивляющимися растяжению-сжатию и их соответствующие диаграммы 
деформирования имеют качественные различия. Данное явление характерно  
и для режимов мартенситной неупругости [3-5] сверхупругости [6-8],  
и для процесса прямого термоупругого мартенситного превращения [9-13]. 

Для корректного описания поведения СПФ с учетом  
их разносопротивляемости требуется определение зависимости материальных 
констант и функций сплава от параметра вида напряженного состояния,  
что требует проведения большого объема экспериментальных работ [4-5]. 

Узкий круг работ посвящен решению задач о термомеханическом поведении 
элементов конструкций из СПФ с учетом свойства разносопротивляемости. Среди 
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них решение задачи об изгибе балки из СПФ при различных механизмах термо-
силового воздействия, c учетом разносопротивляемости этих сплавов [14-15]  
на основе моделей [16-21]. Решению аналогичных краевых задач без учета 
свойства асимметрии кривых деформирования СПФ посвящены работы [22-26] 
также на основе модели [15-18]. Работы [27-30] посвящены задачам о потере 
устойчивости элементов из СПФ, вызванной обратными термоупругими 
фазовыми превращениями, при решении которых требуется учет влияния вида 
напряженного состояния на процесс деформирования СПФ. В работе [31] 
рассматривается численное решение задачи о толстостенной сфере из СПФ  
с учетом разносопротивляемости этих сплавов. В работах [32,33] выполнено 
численное моделирование процесса деформирование СПФ в низкотемпературном 
мартенситном фазовом состоянии с учетом разносопротивляемости этих сплавов. 
Решению краевых задач без учета свойства асимметрии кривых деформирования 
СПФ посвящены работы [34-37]. 

В [24,25] получены решения задач о поведении толстостенной 
цилиндрической оболочки и сферы из СПФ, материал которых претерпевает 
прямое термоупругое фазовое превращение под действием постоянного 
внутреннего давления [25] или постоянных внутреннего или внешнего давления  
и осевой силы [24]. Однако в этих работах нагружение в режиме мартенситной 
неупругости не рассматривается, эффект разносопротивляемости СПФ  
не учитывается. 

В данной работе получено аналитическое решение задач о НДС 
тонкостенных конструкций, таких как сфера и цилиндр, из СПФ, без учета 
упругих деформаций, как в режиме мартенситной неупругости, так и в процессе 
прямого мартенситного термоупругого превращения. Приведенное в работе 
решение учитывает зависимость НДС тонкостеннных конструкций от видна 
напряженного состояния. 
 
 

1. МОДЕЛЬ ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ СПФ 
 

Для описания процесса деформирования СПФ используется система 
определяющих соотношений модели нелинейного деформирования СПФ  
при фазовых и структурных превращениях [16-21], в рамках которой 
предполагается аддитивное представление приращения тензора полных 
деформаций, при их малости 

,

.

e phst T
ij ij ij ij

phst ph st
ij ij ij

d d d d

d d d

ε ε ε ε

ε ε ε

= + +

′ ′= +
        (1) 

Приращение фазовых деформаций 
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ijph phst
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Здесь первая строчка соответствует прямому, а вторая – обратному превращению. 
Приращение структурных деформаций как при прямом, так и при обратном 
мартенситном превращении 
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( ) ( ) max
2 2
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02

i iijst st
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d qF d d
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ε ρ µ σ σ ε
σσ

′ =′= = >
 

Здесь q  – параметр фазового состава (объемная доля мартенситной фазы), ,ij iσ σ′  

– девиатор и интенсивность тензора напряжений, ( ) ( )1 2,D Dσ σρ µ ρ µ  – 
предельные значения интенсивности фазовой и структурной деформации, 
зависящие, вообще говоря, от параметра вида напряженного состояния µ ; 

( ) ( )1 2,i iF Fσ σ  – материальные функции, трактуемые как интегральные функции 
распределения интенсивности микронапряжений в представительном объеме 
поликристаллического СПФ (аустенитное и мартенситное состояния 
соответственно) [15], ( )2 iF σ′  – производная соответствующей функции  

по ее аргументу; ( )f q  – функция, определяющая соотношение между 
приращениями объемной доли мартенсита за счет зарождения и развития 
мартенситных мезоэлементов при прямом превращении (при обратном 
превращении ( ) 1f q q= ). 

Для получения аналитического решения задачи используется положение  
об активных процессах пропорционального нагружения [16]. Тогда формула  
для фазово-структурных деформаций имеет следующий вид 

( ) ( )0 1
3 ,
2

ijphst
ij ij D i

i

q qF
σ

ε ε δ ρ µ σ
σ

′
= +       (2) 

где 0ε  – линейная деформация объемного эффекта реакции прямого превращения. 
В случае прямого превращения под действием постоянного напряжения 

ij constσ ′ =  структурное превращение отсутствует, и формула (2) приобретает вид 

( ) ( )1 1
3 .
2

ijph
ij D i

i

qF
σ

ε ρ µ σ
σ

′
′ =  

Интенсивность фазовой деформации 
( ) ( )1 1 .ph

i D iqFσε ρ µ σ=         (3) 
В случае структурного перехода при монотонно возрастающей 

интенсивности напряжений в отсутствие фазового превращения ( )1q =  формула 
(1.2) приобретает вид 

( ) ( )2 2
3 .
2

ijst
ij D i

i

F
σ

ε ρ µ σ
σ

′
=  

Интенсивность структурной деформации 
( ) ( )2 2 .st

i D iFσε ρ µ σ=          (4) 
На основе экспериментальных данных [3] установлено,  

что для аппроксимации диаграммы прямого превращения и диаграммы 
мартенситной неупругости с учетом разносопротивляемости материала, 
наилучшим образом подходит γ  – гамма распределение, такое, что функции 

( )k iF σ  запишутся следующим образом 
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= = = −    Γ   

∫  

где 0,α σ  – параметры материала, Γ  – гамма функция. 
В работе полагается, что параметры материала 0, , Dα σ ρ  линейно зависят  

от σµ . 
В [10] в качестве параметра вида напряженного состояния σµ  предлагается 

использовать параметр, связанный со 2-м и 3-м инвариантом девиатора напряжений 

( )
3
3 3

det27 27 .
2 2

ij

i i

J
σ

σ
µ

σ σ

′
= =         (5) 

Здесь 3J  – третий инвариант девиатора напряжений. Параметр σµ  может 
принимать значение от 1 (одноосное растяжение) до -1 (одноосное сжатие). 
Случай, когда 0σµ =  соответствует чистому сдвигу. 
 
 

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ О НДС ТОНКОСТЕННЫХ КОНСТРУКЦИЯХ  
ИЗ СПФ, НАХОДЯЩИХСЯ ПОД ДАВЛЕНИЕМ 

 
2.1. Задачи о НДС тонкостенной сферы из СПФ. 

 
В силу симметрии геометрии тела и действующей нагрузки НДС тела 

является также сферически симметричным и в сферической системе координат 
( ), ,r ϕ χ  выполняется 

, , 0.r r r r rϕ χ ϕ χ ϕ χ ϕχ ϕ χ ϕχσ σ ε ε σ σ σ σ ε ε ε= = = = = = = = =  
Здесь , , , , ,r rϕ χ ϕ χε ε ε σ σ σ  – компоненты тензоров деформаций и напряжений. 

Из решения уравнений равновесия для тонкостенной сферы 
( ) ; 0;

2
2 2; ;
3 3 3
3 .
2

a b
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i ij ij

P P R
hϕ χ
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σ σ σ σ σ

σ σ σσ σ σ σ

σ σ σ σ

−
= = = ≈

′ ′ ′= = = = −

′ ′= =



 

Параметр вида напряженного состояния согласно формуле (5) 
1 если

1 если
a b

b a

P P
P P

σ

σ

µ
µ

= − >
 = >

 

Из всех компонент смещений отлично от нуля только радиальное смещение 
ω , причем компоненты деформации связаны с ω  следующим образом 

, при 22 , где
, при

2

r a b

r a b

P P
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ϕ χ
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εε ε ε ε
ωε

εε ε ε ε

 = − = = > =
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   (6) 
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2 .
3i ij ijε ε ε ε′ ′= =  

Соотношения (6) получены в предположении о несжимаемости материала. 
• Нагружение в режиме мартенситной неупругости 

В задачах о МН деформации отсчитываются от состояния хаотического 
мартенсита, поэтому объемная часть деформаций не учитывается, а структурные 
деформации состоят только из девиаторной части. Согласно (1) в условиях 
пренебрежения упругими и температурными деформациями можно получить 

; ; ; .st st st st
ij ij r r i iϕ χ ϕε ε ε ε ε ε ε ε ε′ ′ ′ ′= = = = =  

Подставляя в формулу (4) полученное значение интенсивности деформаций 
и выражая радиальное смещение получаем 

( ) ( )2 2 .
2 D i
R Fσω ρ µ σ= ±  

Здесь и далее следует выбирать знак плюс, если a bp p>  и знак минус при a bp p< . 
• Нагружение в процессе прямого превращения 

Согласно (1) в условиях пренебрежения деформациями объемного эффекта 
реакции прямого превращения, упругими и температурными деформациями 
можно получить 

, , .ph ph ph
r r i iϕ χ ϕε ε ε ε ε ε ε′ ′= = = =  

Подставляя полученное выражение для интенсивности деформаций  
в формулу (3), и выражая радиальное смещение получаем 

( ) ( )1 1 .
2 D i
R F qσω ρ µ σ= ±  

 
2.2. Задачи о НДС тонкостенного цилиндра из СПФ в предположении о ПНС. 
 

В силу симметрии геометрии тела и действующей нагрузки НДС тела 
является также цилиндрически симметричным и в цилиндрической системе 
координат ( ), ,r zϕ  выполняется 

0.r z r rz z r rz zϕ ϕ ϕ ϕσ σ σ σ σ ε ε ε= = = = = = = =  
Из решения уравнений равновесия 

( ) ; ;

2; ; .
3 3 3

a b
i
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P P R
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ϕ

σ σ σ σ

σ σ σσ σ σ σ

−
= = =

′ ′ ′= = = − =
 

Параметр вида напряженного состояния согласно формуле (5) 
1 если

1 если
a b

b a

P P
P P

σ

σ

µ
µ

= >
 = − >

 

Из всех компонент смещений отлично от нуля только радиальное смещение 
ω , причем компоненты деформации, в предположении о несжимаемости 
материала, связаны с ω  следующим образом 
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• Нагружение в режиме мартенситной неупругости 
Согласно (1) в условиях пренебрежения упругими и температурными 

деформациями можно получить 
; ; ; .st st st st

ij ij r z r i iϕ ϕε ε ε ε ε ε ε ε ε′ ′ ′ ′= = = = =  
Подставляя в формулу (4) полученное значение интенсивности деформаций 

и выражая радиальное смещение получаем 
( ) ( )2 2 .D iR Fσω ρ µ σ= ±  

• Нагружение в процессе прямого превращения 
Согласно (1) в условиях пренебрежения упругими и температурными 

деформациями можно получить 
; ; ; .ph ph ph ph

ij ij r z r i iϕ ϕε ε ε ε ε ε ε ε ε′ ′ ′ ′= = = = =  
Подставляя полученное выражение для интенсивности деформаций  

в формулу (3), и выражая радиальное смещение получаем 
( ) ( )1 1 .D iR F qσω ρ µ σ= ±  

 
2.3. Задачи о НДС тонкостенного цилиндра из СПФ в предположении о ПД. 

 
В силу симметрии геометрии тела и действующей нагрузки НДС тела 

является также цилиндрически симметричным и в цилиндрической системе 
координат ( ), ,r zϕ  выполняется 

0.r r rz z z rz rz zϕ ϕ ϕσ σ σ σ ε ε ε ε= = = = = = = =  
Из решения уравнений равновесия 

( ) ; ; ;
2

2; ; .
3 3 3

a b
z i

кк r z

P P R
hϕ

ϕ

σσ σ σ σ σ

σ σ σσ σ σ σ

−
= = = ± =

′ ′ ′= = = − =
 

Параметр вида напряженного состояния согласно формуле (5) 
0.σµ =  

Из всех компонент смещений отлично от нуля только радиальное смещение 
ω , причем компоненты деформации, в предположении о несжимаемости 
материала, связаны с ω  следующим образом 

3 3; ; 0; при 34 4 ; .
3 3 2; ; 0; при
4 4

r z a b

i

r z b a

P P
R

P P
R

ϕ

ϕ

ωε ε ε ε ε
ε ε

ωε ε ε ε ε

 = = = − = > =
 = = − = = >


 

• Нагружение в режиме мартенситной неупругости 
Согласно (1) в условиях пренебрежения упругими и температурными 

деформациями можно получить 
; ; ; .st st st st

ij ij r z r i iϕ ϕε ε ε ε ε ε ε ε ε′ ′ ′ ′= = = = =  
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Подставляя в формулу (4) полученное значение интенсивности деформаций 
и выражая радиальное смещение получаем 

( ) ( )2 2
3 .
2 D i

R Fσω ρ µ σ= ±  

• Нагружение в процессе прямого превращения 
Согласно (1) в условиях пренебрежения упругими и температурными 

деформациями можно получить 
; ; ; ; .ph ph ph ph ph

ij ij r r z z i iϕ ϕε ε ε ε ε ε ε ε ε ε′ ′ ′ ′ ′= = = = =  
Подставляя полученное выражение для интенсивности деформаций  

в формулу (3), и выражая радиальное смещение получаем 

( ) ( )1 1
3 .
2 D i

R F qσω ρ µ σ= ±  
 
 

3. ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

При решении задач о НДС в тонкостенных конструкциях , таких как сфера  
и цилиндр, из СПФ под действием внутреннего или внешнего давления приняты 
следующие значения материальных констант: 01 64,15 МПа,tσ =  01 204,3 МПа,cσ =  

02 27,4 МПа,tσ =  02 18 МПа,cσ =  1 2.083,tα =  1 0.9552,cα =  2 6.45,tα =  2 16.08,cα =  

1 0.1085,t
dρ =  1 0.07623,c

dρ =  2 0.0608,е
dρ =  2 0.02.c

dρ =  Индексами t  и c  
обозначается растяжение и сжатие соответственно. Нижний индекс:  
1 – соответствует нагружению в процессе прямого превращения, 2 – нагружение  
в режиме мартенситной неупругости. Установленные значения параметров 
материала отвечают результатам, представленным в экспериментальной работе [5]. 

На рис.1,2 пунктирные линии соответствуют нагружению в процессе 
прямого превращения, сплошные – нагружение в режиме мартенситной 
неупругости. 
 

 
Рис.1. Кривые ( )Pω ω=  для тонкостенной сферы. 

 
На рис.1 представлены графики зависимости раздачи (обжатия) ω   

от действия внутреннего и внешнего давления для тонкостенной сферы. 
Пунктирные линии – нагружение в процессе прямого превращения, сплошные – 
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нагужение в режиме мартенситной неупругости. Кривые 1,3 – нагружение 
внутренним давлением, 2,4 – нагружение внешним давлением. Согласно 
полученным результатам, для тонкостенной сферы из СПФ, как в случае прямого 
превращения, так и в случае мартенситной неупругости смешение при дейсвии 
внешнего давления больше, чем при действии внутреннего давления. 

На рис.2 представлены графики зависимости раздачи (обжатия) ω   
от действия внутреннего и внешнего давления для тонкостенного цилиндра  
в предположении о ПНС. Кривые 1,4 – нагружение внешним давлением, кривые 
3,6 – нагружение внутренним давлением, кривые 2,5 – нагружение внутренним  
и внешним давлением совпадают. При этом кривые 1,3,4,6 построены  
в предположении о ПНС, а кривые 2,5 – в предположении о ПД. 

Согласно результатам, приведенным на рис.2, для тонкостенного цилиндра  
в условиях ПНС наблюдается тенденция, противоположная случаю тонкостенной 
сферы: как в случае прямого превращения, так и в случае нагружения в режиме 
мартенситной неупругости при действии внутреннего давления смещение 
больше, чем при действии такого же по величине внешнего давления. 
 

 
Рис.2. Кривые ( )Pω ω=  для тонкостенного цилиндра. 

 
На основании рис.1,2 можно сделать вывод, что для раздачи (обжатия) 

тонкостенных конструкций на определенную величину, выгоднее раздавать 
муфту в процессе прямого превращения, так как в этом случае для раздачи 
(обжатия) необходимо приложить меньшее давление. 

Из рис.2 наглядно видно, что при решении задачи об обжатии тонкостенного 
цилиндра внешним давлением, при предположении о ПД, величина раздачи 
получается больше, чем в предположении о ПНС, а при раздаче внутренним 
давлением наблюдается обратная тенденция. Этот эффект объясняется  
тем, что при внешнем давлении в состоянии ПНС параметр вида напряженного 
состояния равен 1 и превосходит значение того же параметра для состояния ПД, 
равное нулю, тогда как для внутреннего давления в состоянии ПНС этот параметр 
имеет значение -1, меньшее, чем для состояния ПД. 
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ВЫВОДЫ 
 

В ходе работы получено решение задач о раздаче (обжатии) тонкостенных 
конструкций, таких, как сфера и цилиндр, из СПФ находящихся под действием 
внутреннего или внешнего давления, нагружаемых, как в процессе прямого 
мартенситного превращения, так и в режиме мартенситной неупргости. Задача  
о НДС тонкостенного цилиндра решена, как в предположении о ПНС, так и о ПД. 

На основании полученных результатов можно сделать вывод,  
что при одинаковом нагружении параметр вида напряженного состояния  
для тонкостенной сферы и цилиндра имеет различные значения. 

Раздачу (обжатие) тонкостенных конструкций выгоднее производит  
в процессе прямого превращения, т.к. для раздачи тонкостенной конструкции  
на необходимую величину, необходимо прикладывать меньшее давление. 

При решении задачи о тонкостенном цилиндре в предположении о ПД 
параметр вида напряженного состояния равен 0, т.е такой же как при чистом 
сдвиге. 

Отмечено, что при решении задачи об обжатии тонкостенного цилиндра 
внешним давлением, при предположении о ПД, величина раздачи получается 
больше, чем в предположении о ПНС, а при раздаче внутренним давлением 
наблюдается обратная тенденция. 

Для случая тонкостенной сферы из СПФ смещение при действии внешнего 
давления больше, чем при действии такого же по величине внутреннего давления. 
Для тонкостенного цилиндра в состоянии ПД смещения при действии внешнего  
и внутреннего давления одинаковы. Для тонкостенного цилиндра в состоянии 
ПНС смещение при внутреннем давлении больше, чем при таком же по величине 
внешнем давлении.  
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