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АННОТАЦИЯ 
 

Задачи консолидации связаны с изучением деформирования грунта под нагрузкой 
при наличии оттока жидкости. При совместном деформировании пористого скелета  
и содержащейся в порах жидкости происходит взаимодействие твердой и жидкой фаз 
грунта. Фильтрационные процессы в грунтовом массиве описываются связанной 
системой дифференциальных уравнений с быстро осциллирующими коэффициентами. 
Для решения таких уравнений используется осреднение по представительной области. 

В работе уравнения нелинейной модели консолидации записаны из общих законов 
сохранения механики сплошной среды (уравнения равновесия, закона сохранения масс 
твердой и жидкой фаз грунта и закона фильтрации Дарси) с применением 
пространственного осреднения по представительной области. Были приняты следующие 
предположения: фильтрующаяся жидкость заполняет поры целиком, жидкость 
ньютоновская и однородная, деформация жидкости при изменении порового давления 
подчиняется закону баротропии, материал скелета грунта несжимаем. Для определения 
эффективных свойств возможен подход, основанный на решении локальных задач  
в представительной области.  

В результате получена связанная физически и геометрически нелинейная 
формулировка краевой задачи при использовании подхода Лагранжа с адаптацией  
для твердой фазы и подхода ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) для жидкости  
в предположении квазистатического деформирования каркаса. 

В методе решения связанной задачи осуществляется линеаризация вариационных 
уравнений в сочетании с внутренними итерациями по методу Узавы для связывания  
на каждом шаге по времени. Для пространственной дискретизации используется метод 
конечных элементов: элементы трилинейного типа для аппроксимации собственно 
уравнения фильтрации и квадратичные элементы для аппроксимации уравнений 
равновесия. Для учета сил инерции может применяться неявная схема по времени. 
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ABSTRACT 
 

The consolidation problems are related to the study of soil deformation under load in the 
presence of fluid outflow. In the process of joint deformation of the porous skeleton and the 
fluid contained in the pores, the solid and liquid phases of the soil interact. The filtration 
processes in the soil mass are described by a coupling system of differential equations with 
rapidly oscillating coefficients. To solve such equations, averaging over the representative 
volume element (RVE) is used. 

In the paper, the equations of the nonlinear consolidation model are written from  
the general laws of conservation of continuum mechanics (the equilibrium equation, the law  
of mass conservation of solid and liquid phases of the soil, and Darcy's filtration law) using 
spatial averaging over the representative volume element. The following assumptions were 
made: the fluid fills the pores entirely, the fluid is Newtonian and homogeneous, the 
deformation of the fluid with a change in pore pressure obeys the law of barotropy, and the soil 
skeleton material is incompressible. To determine effective properties, an approach based on 
solving local problems in a representative volume element is possible. 

As a result, a coupled physically and geometrically nonlinear formulation of the boundary 
value problem was obtained using the Lagrange approach with adaptation for the solid phase 
and the ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) approach for the fluid under the assumption  
of quasistatic deformation of the rock skeleton. 

In the method of solving the coupled problem, linearization of variational equations  
is carried out in combination with internal iterations according to the Uzawa method for 
connecting at each time step. For spatial discretization, the finite element method is used: 
trilinear type elements for approximating the filtration equation and quadratic elements for 
approximating the equilibrium equation. An implicit time scheme can be used to take into account 
the inertia forces. 
 
Keywords: coupling consolidation problem; nonlinear deformation; Darcy's law; Biot’s model; 
pore pressure transfer tensor; Biot’s tensor parameter; variational formulation; saddle system; 
iterative solver 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Задачи совместного деформирования грунта и движения жидкости могут 
решаться в несвязанной постановке (упругий режим фильтрации) и в связанной 
постановке. При решении задач об откачке нефти из глубоких скважин упругий 
режим фильтрации бывает вполне достаточен. Задачи о деформировании 
водонасыщенного грунта под нагрузкой, как правило, решаются в связанной 
постановке. Метод конечных элементов – наиболее широко используемый метод 
для решения задач консолидации [1-8]. 

Большинство разработанных моделей консолидации базируются на моделях 
фильтрации, линейной теории упругости или упруго-пластичности для малых 
деформаций [1,9-11]. Нелинейные реакции геотехнических элементов 
конструкций, как правило, возникают в результате пластических умеренно 
больших деформаций скелета грунта. Влияние конечных деформаций обычно 
проявляется в глинистых грунтах под нагрузкой, где деформации развиваются  
во времени с гидродинамическим запаздыванием и зависят от скорости оттока 
жидкости из грунта. Обобщения классических уравнений консолидации  
на большие деформации в основном базируются на использовании определяющих 
соотношений в скоростях [12,13]. Используется также мультипликативное 
разложение градиента деформации [2,3,8,14]. 
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В последнее время взаимодействие между течением жидкости и скелетом 
грунта моделируется с использованием различных связанных схем. В связанном 
методе уравнение фильтрации и уравнение равновесия среды решаются 
одномоментно на каждом шаге по времени [15,16]. В итерационно связанном 
методе осуществляются последовательные схемы решения. Сначала решается  
или задача фильтрации, или механическая задача, а потом решается другая задача, 
используя результат решения первой [4,5,15-18]. Итерационно связанные 
последовательные методы могут использовать независимые решатели механики 
сплошных сред и средства моделирования пластового потока, развитые  
в нефтяной промышленности [8]. 

При решении связанных динамических задач консолидации различные 
исследователи часто используют метод ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian)  
для исправления сильно искаженной лагранжевой сетки [19-22], что приводит  
к перестроению сетки и, соответственно, к некоторой потере точности решения. 
Следует отметить, что в нашей работе метод ALE используется только  
для объединения эйлерова и лагранжева подходов и не связан с перестроением 
лагранжевой сетки. 
 
 

1. ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ МОДЕЛИ КОНСОЛИДАЦИИ 
 

В фильтрационном потоке одна часть пространства занята жидкостью,  
а другая – твердой фазой грунта. Жидкость будем считать ньютоновской  
и однородной. Предполагается, что жидкость заполняет весь объем пустот  
в грунте. 

Задача консолидации решается на макроуровне. Результатом осреднения 
является пространство, заполненное одновременно жидкостью и твердой фазой, 
частицы которых движутся со своими скоростями. В случае геометрически  
и физически нелинейной среды пористость зависит от перемещений в грунте: 

( )( ),n n u x t=
  . В нашей работе связанная система уравнений модели 

консолидации включает три уравнения в частных производных – уравнение 
равновесия, уравнение фильтрации и уравнение изменения пористости 
относительно трех неизвестных функций: перемещения каркаса грунта, давления 
жидкости и пористости. Нужно заметить, что известны постановки, в которых 
неизвестными являются и давление, и скорость жидкости. 

Уравнение равновесия в текущей конфигурации в терминах эффективных 
напряжений имеет вид 

( ) 0,   ,eff u p f x Vσ α ρ∇⋅ − ∇ + = ∈


 

 



      (1.1) 

Здесь ( )1 s fn nρ ρ ρ= − +  – средняя плотность грунта, ( )s s xρ ρ=   и ( )f f xρ ρ=   – 
средние по представительной области плотности твердой фазы грунта и жидкости 
соответственно, f



 – массовая сила, p  – среднее давление жидкости, u  – средние 
перемещения в твердой фазе грунта, effσ



 – эффективные напряжения 
( ) ( )1 ,eff

spI n n pIσ σ α σ α= + = − − −
   

 

σ


 – среднее полное напряжение, sσ


 – осредненные напряжения в твердой фазе 
грунта, α  – параметр Био (коэффициент передачи порового давления) [23,24] 

eff1 ,sα β β= −  
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sβ  – сжимаемость материала скелета грунта, effβ  – эффективная сжимаемость 
грунта. Скалярный безразмерный коэффициент 𝛼 принимает значения от 0 до 1  
в зависимости от пористости и упругих свойств твердой составляющей грунта. 
Коэффициент α  показывает, какая часть порового давления является активной  
при формировании макроскопических деформаций. Для анизотропных сред α  
является тензорным параметром. 

Уравнения фильтрации и изменения пористости выводятся на основе 
объединения уравнения, характеризующего режим фильтрации, уравнения 
состояния жидкости и уравнений неразрывности. Для большинства задач 
геомеханики уравнение, характеризующее режим фильтрации, – это закон Дарси. 
Для медленных течений жидкости ( )Re 1  закон Дарси имеет вид 

,k duv p
n dtµ

= − ⋅∇ +








         (1.2) 

v  – средняя по представительной области скорость движения жидкости, k


 – 
тензор коэффициентов проницаемости пористой среды, µ  – динамический 
коэффициент вязкости фильтрующейся жидкости, t  – время, Re  – число 
Рейнольдса. 

Для быстрых течений ( )Re 1  закон фильтрации становится нелинейным 
относительно градиента давления жидкости. Например, в [25] приведено 
уравнение Форхгеймера для одномерной фильтрации жидкости 

2
2 ,   ,p q q dua b aw bw w v

L nA nA dt
∆    = + = + = −   

   
    (1.3) 

q  – объемный расход жидкости, A  – поперечное сечения образца, w  – 
относительная скорость движения жидкости, L  – длина образца, a  и b  – 
постоянные, зависящие от свойств жидкости и пористой среды. Уравнение вида 
(1.3) хорошо описывает экспериментальные данные, полученные для достаточно 
больших скоростей течения при наличии инерциальных эффектов [25]. Его можно 
преобразовать следующим образом. Выразим из (1.3) скорость w  

2

41 .
2 2
a a b pw
b b a L

∆ = − + +  
 

 

После разложения выражения с корнем в ряд Тейлора до второй степени 
получаем одномерный закон фильтрации, нелинейный относительно градиента 
давления ( )p L∆  

2

3

1 .p b pw
a L a L

∆ ∆   = −   
   

 

В работе [26] для описания трехмерной фильтрации жидкости с большими 
скоростями течения ( )Re 1  предлагается уравнение вида 

( )2 ,f

wngradp w n w f w w
k k
µ βρ= − − = −



     

β  – безразмерный параметр, зависящий от формы пор, k  – коэффициент 
проницаемости. Его обращение вполне естественно сформулировать в виде 

( ) .w g gradp gradp= −
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Однако для задач консолидации справедлив закон Дарси в виде (1.2),  
так как отток жидкости происходит медленно [27-32]. Как показал анализ 
литературных данных [33,34], в расчетах следует полагать 

( )( )1 при ,    ,    , effconst T const Q const k k Iµ σ= = = =
  

 

T  – температура, Q  – минерализация, ( )1
effI σ


 – первый инвариант тензора 
эффективных напряжений. Следовательно, закон Дарси (1.2) является 
нелинейным из-за изменения пористости и проницаемости в процессе 
деформирования грунта. 

Будем предполагать, что процесс деформирования жидкости является 
изотермическим, а изменение плотности жидкости при изменении порового 
давления 𝑝 подчиняется закону баротропии 

,f
f

f

d
dp

ρ
β

ρ
=           (1.4) 

fβ  – сжимаемость жидкости. Согласно [35], при небольших изменениях p  
можно считать f constβ = . 

Уравнения неразрывности в дифференциальной форме, записанные  
в актуальной конфигурации с точки зрения пространственного описания имеют 
вид [36] 

( )

( )( ) ( )

0

1
1  0

f
f

s
s

d n
n v

dt
d n dun

dt dt

ρ
ρ

ρ
ρ


 + ∇ ⋅ =



−
+ − ∇⋅ =









      (1.5) 

Для учета сжимаемости материала скелета грунта в расчетах удобно 
использовать линейную зависимость изменения плотности твердой фазы  
от изменения давления флюида [37] 

.s
s

s

d dpρ χ
ρ

=           (1.6) 

Для несвязного грунта (например, песка) коэффициент пропорциональности 
sχ  равен коэффициенту сжимаемости sβ  твердой фазы грунта. А для связных 

грунтов (глинистых грунтов, известняков, песчаников и т.п.) sχ  находится  
из решения специальной краевой задачи в представительной области, описанной, 
например, в [38]. 

Из второго уравнения системы (1.5) (с учетом (1.6)) выводится уравнение 
изменения пористости, а при подстановке уравнений (1.2), (1.4) и уравнения 
изменения пористости в первое уравнение системы (1.5) получаем уравнение 
фильтрации жидкости 

( )( )

( )

1

1

f s

s

k du dpn p n n
n dt dt

dn dp dun
dt dt dt

β χ
µ

χ

  
∇ ⋅ ⋅∇ = ∇⋅ + + −  

  


  = − +∇⋅   



  







    (1.7) 

Однако для большинства задач консолидации сжимаемостью минеральных 
зерен можно пренебречь, так как sρ , в отличие от плотности жидкости, слабо 
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зависит от изменения давления [39], поэтому в дальнейших выводах будем 
полагать 

0.s

s

dρ
ρ

=            (1.8) 

Но это не исключает объемные деформации осредненного каркаса за счет 
уменьшения порового пространства в результате перемещения частиц твердой 
фазы грунта или переупаковки зерен в дисперсных несвязных грунтах. 

Таким образом, из (1.1) и (1.7) с учетом предположения (1.8) получаем 
связанную систему уравнений модели консолидации в дифференциальной 
постановке в текущей конфигурации 

( )

( )

0

1

eff

f

u p f

k du dpn p n
n dt dt

dn dun
dt dt

σ α ρ

β
µ


∇ ⋅ − ∇ + =


  ∇ ⋅ ⋅∇ = ∇⋅ +  
 


= − ∇ ⋅



 



 













       (1.9) 

( )( )( ) ( )( )1 ,   , ,   ,   .eff
fk k I u n n u x t const constσ µ β= = = =

  

  

 

Следует отметить, что в системе (1.9) уравнение равновесия удобно решать, 
используя лагранжев подход, а уравнение фильтрации и уравнение изменения 
пористости записаны в эйлеровом пространстве. Чтобы систему уравнений 
решать в одной системе координат, далее переформулируем последние два 
уравнения системы (1.9) в движущейся системе координат, которая будет связана  
с лагранжевыми координатами твердого каркаса по типу метода ALE [40]. 
 
 

2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ КОНСОЛИДАЦИИ  
В ALE ФОРМУЛИРОВКЕ 

 
В методе ALE (Arbitrary Lagrangian-Eulerian) вводятся три области: 

пространственная текущая V , пространственная начальная 
о

V  и, вообще говоря, 
произвольно движущаяся область Vξ , соответствующая криволинейной системе 

координат ξ


 [40]. Затем рассматриваются взаимно-однозначные отображения 
этих областей (законы движения) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

, ,   , ,   ,    при 0 , 

, ,

X X t x x t x x X t x X t

X t

ξ ξ

ξ ξ

= = = = =

=

    

    

  

  (2.1) 

а также композиция отображений 

( ) ( )( ), , , .x X t x X t tξ=
 

          (2.2) 

В результате дифференцирования по времени соответствующих законов 
движения (2.1) определяются скорость v  частицы X



 и скорость v


  точки ξ


  
в текущей области V  и скорость w движения материальной частицы X



 в области 
Vξ  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , 
, ,     , ,     , .

x tx X t X tdxv X t v t w X t
t dt t t

ξ ξ
ξ

∂∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂

  






 

 

  

С помощью дифференцирования по времени композиции отображений (2.2) 
получаем соотношение между скоростями v , v



  и w  

( )( ) ( ), , , 
.

x X t t x t x xv v w
t t t

ξ ξ ξ
ξ ξ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + ⋅ = + ⋅

∂ ∂ ∂∂ ∂

 







 



 

    

Отсюда можно определить скорость движения материальной частицы X


 
относительно системы координат ξ



 (конвективную скорость) 

.xc v v w
ξ
∂

= − = ⋅
∂





  

           (2.3) 

Представляемый в работе подход состоит в том, что лагранжевы 
координаты твердой фазы (каркаса) выбраны как координаты ξ



 ALE метода. 
Тогда c  – это скорость движения жидкости относительно каркаса. Таким 
образом, моделируется просачивание жидкости через подвижную лагранжеву 
сетку для твердого каркаса. Из (2.3) с учетом закона Дарси (1.2) получаем 

.du kc v p
dt nµ

= − = − ⋅∇




 



         (2.4) 

В методе ALE [40] материальные производные скалярных величин 
(например, пористости n  или давления жидкости p ) выражаются в терминах 
конвективной скорости c  (2.4) 

( ) ( ) ( ), , , 
,

n t n t n tdn n n kw c n p
dt t t x t n

ξ ξ ξ

µξ

∂ ∂ ∂  ∂ ∂
= + ⋅ = + ⋅ = −∇ ⋅ ⋅∇ ∂ ∂ ∂ ∂∂  



 













  (2.5) 

( ), 
.

p tdp kp p
dt t n

ξ

µ

∂  
= −∇ ⋅ ⋅∇ ∂  





 

       (2.6) 

Используя формулы (2.5), (2.6), запишем последние два уравнения системы 
(1.9) (уравнения фильтрации и изменения пористости) в координатах ξ



  
для твердой фазы. Учтем, что в этих координатах du dt u t= ∂ ∂

  . 
В результате (с учетом уравнения равновесия (1.1)) получаем 

дифференциальную постановку нелинейной связанной модели консолидации  
(с использованием подхода ALE) 

( )

( )( )

0

1

eff

f f

u p f

k kn p u n p p p
n

kn n p n u
n

σ α ρ

β β
µ µ

µ


∇ ⋅ − ∇ + =

  
∇ ⋅ ⋅∇ = ∇⋅ + − ∇ ⋅ ⋅∇  

 


−∇ ⋅ ⋅∇ = − ∇⋅



 





    







 

  









     (2.7) 

где ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , .effu u t t p p t t n n t t k kξ ξ ξ σ= ∂ ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂ =








 



 

 

 

Зададим типичные граничные условия 
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2

2

1

1

0;Σ Σ

;Σ Σ

0;Σ Σ

0;Σ Σ

u

eff

w

p

u

n S
p
n

p

σ

ξ

σ ξ

ξ

ξ

 = ∈ =


⋅ = ∈ =

∂

= ∈ =∂
 = ∈ =





 











        (2.8) 

1 2Σ Σ Σ,   Σ Σ Σ,   Σ Σ Σ ,   Σ Σ Σ .u w p u w pσ σ∪ = ∪ = = = = =  

Согласно (2.8), часть границы ( )1Σξ ∈


 неподвижна и непроницаема.  

На остальной части границы ( )2Σξ ∈


 действует поверхностная нагрузка,  

а давление жидкости равно нулю. Такие граничные условия обычно действуют  
на дневной поверхности, которая подвергается внешнему силовому воздействию  
и через которую свободно фильтруется жидкость. 
 
 

3. ЛИНЕАРИЗАЦИЯ ВАРИАЦИОННОЙ ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧИ 
КОНСОЛИДАЦИИ 

 
Для решения краевой задачи (2.7), (2.8) численными методами удобна 

вариационная постановка в текущей конфигурации 
( ) ( )

( )

2

: 0

0

1

eff

V V V

f
V V V

f
V V

V V V

u wdV p wdV f wdV S u wd

k k kq pdV q n pdV q p pdV
n

q udV qn pdV

khndV h n pdV h n udV
n

σ α ρ

β
µ µ µ

β

µ

Σ

 ∇ − ∇⋅ − ⋅ − ⋅ Σ =


 ∇ ⋅ ⋅∇ + ∇ ⋅ ⋅∇ − ∇ ⋅ ⋅∇ +


+ ∇ ⋅ + =


 − ∇ ⋅ ⋅∇ = − ∇⋅


∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

     



     

  









  









 (3.1) 

S


 – поверхностная сила из граничных условий (2.8), w , q , h  – пробные функции 
из подпространств Соболева, удовлетворяющих заданным граничным условиям  
1-го рода: { } { } { }

1 2

1 1 1
2 2 2Σ Σ

 | , 0 ,  | , 0 ,  | .u p nH w w W w H q q W q H h h W= ∈ = = ∈ = = ∈
    

В системе (3.1) уравнения фильтрации и изменения пористости уже 
линейны относительно дифференциалов вектора перемещений du , давления 
жидкости dp  и изменения пористости dn . Для дальнейшего решения задачи (3.1) 
необходимо линеаризовать уравнение равновесия, т.е. продифференцировать его 
по параметру t , в результате чего получится линейное уравнение относительно 
du  и dp . Для удобства уравнение равновесия сначала было преобразовано  

к начальной области 
о

V  с использованием эффективного тензора Кирхгофа effS


  
и тензора деформаций Грина-Лагранжа E



, а затем линеаризовано с помощью 
дифференциала Гато 
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( )( ) ( )

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]( ) ( ) ( )[ ]( )

о

о о о оо о

о
1

о
1 1

  

 : : :

  :

: :

о

о

о

T
TAN eff

V V

V

V

w C F u du d V S u w du d V

dp JC u DE u w d V

pJ C u DE u du C u DE u w d V

α

α

−

− −

    
∇ ∇ +  ∇ ⋅∇  −   

     

− −

− −

∫ ∫

∫

∫

   

     

 

  



     

  

 (3.2) 

( )[ ] ( )
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] [ ]

1 о

 
о

1 2

2  : :  

: , .

о

о

V

e

V

C u
pJ DE u w DE u du d V

C u

pJC u D E u w du d V dA w

α

α

−

−

 ∂
− −  ∂ 

− =

∫

∫



   





 



    



 

В случае «мертвой» нагрузки 

[ ] ( ) ( )

( )[ ] ( ) ( ) ( )

2

о о о
0

Σ

о о
1

, ,Σ.

,   ,   ,   det ,

0,5 ,   .

о о

e

V

TAN E E eff
mjnl ijkl mi nk ij i j

T
T eff eff T

dA w df X t wd V dS X t wd

C C F F F x X C S E J F

DE u w w F u F u w F J S F

ρ

σ −

= ⋅ + ⋅

= = ∂ ∂ = ∂ ∂ =

  
 = ∇ ⋅ + ⋅∇ = ⋅ ⋅    

∫ ∫
  

  

  

 

     

     

 

EC


 – касательный модуль, C


 – мера деформаций Коши-Грина, w  – пробная 
функция, F



 – деформационный градиент, J  – якобиан преобразования текущей 
области, занимаемой твердой фазой, размазанной по всей области V ,  

в ее начальную область 
o

V . 
Далее линеаризованное вариационное уравнение равновесия в начальной 

конфигурации (3.2) преобразовывалось обратно к текущей области. В результате 
была получена система связанных линеаризованных вариационных уравнений 
модели консолидации в геометрически нелинейной постановке в текущей 
конфигурации 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )

( )
2

: : :

: 0

Td eff

V V

V V
T

V V

f
V V V

f

V V

d w C d du dV u w du dV

dp wdV p w du dV

p w dudV df wdV dS wd

k k kq p pdV q pdV q n pdV
n

q udV qn pdV

σ

α α

α ρ

β
µ µ µ

β

Σ

 + ∇ ⋅∇ −  

− ∇ ⋅ − ∇ ⋅ ∇ ⋅ +

+ ∇ ∇ − ⋅ − ⋅ Σ =

∇ ⋅ ⋅∇ − ∇ ⋅ ⋅∇ − ∇ ⋅ ⋅∇ =

= ∇⋅ +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

 

    

   

  

  

  

   

     

  









( )1
V V V

khndV h n pdV h n udV
nµ
















 − ∇ ⋅ ⋅∇ = − ∇⋅


∫

∫ ∫ ∫
  









  (3.3) 
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( ) ( )1 ,   0,5 .
Td E

ijkl ip jq kr ls pqrsC J F F F F C d w w w−  = = ∇ +∇  

 

  



 

В определяющих соотношениях для скелета грунта :eff EdS C dE=


 могут 
использоваться: 
1) гиперупругий материал: 2 2EC W E= ∂ ∂



, где W  – упругий потенциал; 
2) гипоупругий материал: ( )E E EC C=

 

. 
 
 

4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОНСОЛИДАЦИИ 
 

Рассмотрим дифференциальную постановку задачи консолидации  
с использованием подхода ALE (2.7). При небольших градиентах давления  
и градиентах пористости квадратичными членами в уравнениях (2.5) и (2.6) 
можно пренебречь. Среду будем предполагать изотропной (коэффициент 
проницаемости k  – скалярный параметр). Тогда, с учетом сделанных 
предположений, линеаризованная система дифференциальных уравнений модели 
консолидации (2.7) примет вид 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

:

0

1

d eff

f

div C u grad du div u grad du grad dp

grad p div du grad p grad du df

k u
n u div grad p divu n p

n u

n n divu

σ α

α α ρ

β
µ

 + ⋅ − −

 − + ⋅ + =

  

= +     
 = −

   

 



 



 













  (4.1) 

где ( ) ( ) ( ), , , , , .u u t t p p t t n n t tξ ξ ξ= ∂ ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂
  

 



   

Системе (4.1) с граничными условиями (2.8) соответствует линеаризованная 
вариационная постановка задачи консолидации (4.2)-(4.4) 

( )

2

, , , , , , ,

, ,

, , , , ,

,

0

0

1

d eff
ijkl k l i j kj i k i j i i j j i i

V V V V

j i i j i i i i
V V

f
i i i i i i

V V V V

i i
V V

C du w dV du w dV dpw dV pdu w dV

pdu w dV df w dV dS w d

k kp q dV q n p dV qu dV qn pdV
n

hndV h n u dV

σ α α

α ρ

β
µ µ

Σ

 + − − +



+ − − Σ =


 + + + =



= −


∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

 

 
(4.2) 
 
 
 
(4.3) 
 
(4.4) 

Сначала решается система уравнений равновесия (4.2) и фильтрации (4.3) 
методом Узавы [41] в предположении постоянной пористости. А после решения 
этой задачи пористость вычисляется из уравнения (4.4). 

Дискретизации вариационных уравнений (4.2), (4.3) по координатам 
осуществлялась с помощью метода конечных элементов, при этом 
использовались элементы трилинейного типа (Q1) для аппроксимации изменения 
давления воды и серендиповы квадратичные элементы (Q2) для аппроксимации 
приращения перемещений в грунте. Такой выбор конечных элементов был 
обусловлен тем, что, как показывает практика [3], для седловой задачи  
LBB-условие устойчивости выполняется именно для элементов Q2-Q1  
и не выполняется для элементов Q1-Q1. 
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Рассмотрим N-мерные подпространства N
u uH H∈  и N

p pH H∈ . Функции 

( ),N N
udu t Hξ ∈



  и ( ),N N
pp t Hξ ∈



 будут приближенными решениями уравнений 

(4.2), (4.3), если при каждом 0t >  и при всех ( ),N N
uw t Hξ ∈



  и ( ),N N
ph t Hξ ∈



  

они будут удовлетворять уравнениям (4.5). 

( ) ( )

( ) ( )
( )

2

, , , , ,

, , , ,

, , , , ,

0

0

d N N N eff N N N N N
ijkl k l i j kj i k i j i i

V V V

N N N N N N N
j j i i j i i j i i

V V V

N
i i

N N
N N N N N N
i i i i i iN

V V V

f N N

V

C u du w dV u du w dV dp w dV

p du w dV p du w dV df w dV

dS w d

k u k u
p q d V n p q d V u q d V

n u

n p q d V

σ α

α α ρ

µ µ

β

Σ



+ − −

− + − −

− Σ =

+ + +

+ =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫

∫

 

 























  (4.5) 

Разобьем область V  на конечные элементы: 20-узловые Q2 для приращений 
перемещений Ndu  и 8-узловые Q1 для давления воды Np . Пусть 
   ( )1 2 3, ,

r rr r
du du du du=  – вектор узловых приращений перемещений в произвольном 

конечном элементе Q2 ( )1, ,8r = … , а ˆ qp  – узловые давления в элементе Q1 

( )1, , 4q = … . Выразим ( ),Ndu tξ




 и ( ),Np tξ


 через узловые приращения 

перемещений и узловые давления соответственно 
 

8 4

1 1

,   ,   1ˆ , 2,ˆ 3,
p pu ur rN N q q

i ii r r q q
r q

du N du N du p N p N p i
= =

= ≡ = ≡ =∑ ∑  

u

mN  и 
p

qN  – функции формы элементов Q2 и Q1 соответственно. Найдем  
их производные по пространственным координатам 



, , , ,,  .ˆ
pu rN N q

ii j r j j q jdu N du p N p= =  
Для удобства читателя дискретизацию по времени опишем, используя 

дифференциальные операторы. Для решения системы (4.5) будем использовать 
обобщение неявной схемы с внутренними итерациями по методу Узавы, 
предложенной еще в работе [42] (см. также [43]). Применим итерационный 
процесс с внутренними итерациями на каждом шаге по времени 
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( ) ( ) ( ) ( )
 ( ) ( )

( ) ( )


( )

, , 11 1

,, 1 1

,1

1
, 1 1 , , 1 1

1

ˆ ˆ:

ˆ

ˆ

ˆ
ˆ ˆ ˆ

m s m sd m eff m

m sm s m

m sm

m
m s m m s m s m

f fm

div C grad div grad

grad p grad p div

grad p grad d

k
div n div grad p n p n p

n

σ

α α

α ρ

τ β β
µ

−− −

− −

−

−
− − − −

−

 ∆ + ⋅ ∆ −

 − ∆ − ∆ +

 + ⋅ ∆ = −


 
 − ∆ + − = −    

 

u u u u

u

u f

u
u

 (4.6) 

Здесь τ  – величина шага по времени, m  – номер шага по времени, s  – номер 
итерации. Приращения перемещений и давления воды выражаются формулами 

 

, , 1, 1 , 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ, .
m s m sm s m m s mp p p

−− − −∆ = − ∆ = −u uu  
На каждом шаге по времени после решения системы (4.6) решается 

уравнение пористости (4.4), согласно схеме 

( )


1
11 ,

mm m
mn n n div

τ τ

−
−− ∆

= −
u  

где 
m

∆u  – решение задачи (4.6) на последней итерации m-го шага по времени. 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В работе получена нелинейная формулировка задачи консолидации, 
включающая физическую и геометрическую нелинейности. Для описания 
процесса деформирования твердой фазы грунта применялся лагранжев подход, 
для описания движения жидкости – метод ALE. С его помощью моделируется 
относительное движение жидкости через подвижную лагранжеву сетку для 
твердого каркаса. Следует отметить, что предложенное в данной работе 
применение метода ALE для связывания лагранжева описания деформирования 
твердого скелета грунта и эйлерова описания движения жидкости представляется 
новым. Полученная вариационная формулировка справедлива для гиперупругого 
и гипоупругого материала скелета грунта. 

Для решения нелинейной задачи консолидации была получена 
линеаризованная вариационная постановка задачи. Связывание уравнений 
деформирования каркаса и фильтрации жидкости осуществляется методом Узавы. 

Результаты численного моделирования, использующего предложенную 
математическую модель, будут представлены в следующей публикации. 
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