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АННОТАЦИЯ  
 

В работе рассматривается задача механики деформируемого твердого тела  
об изгибе круглых жестко и шарнирно закрепленных пластин из сплава с памятью формы 
(СПФ), в ходе прямого термоупругого мартенситного фазового превращения  
под действием постоянной по величине и равномерно распределенной по радиусу 
поперечной нагрузки. Решена также задача о релаксации в аналогичной пластине при 
прямом фазовом превращении. Во второй задаче равномерно распределенная по радиусу 
нормальная нагрузка прикладывается к поверхности пластины в аустенитном фазовом 
состоянии. Далее производится охлаждение материала пластины через интервал 
температур прямого термоупругого мартенситного превращения. Требуется определить 
необходимое уменьшение в процессе такого перехода величины равномерно 
распределенной нагрузки, чтобы прогиб пластины оставался неизменным.  

Для описания поведения материала пластины использовалась модель линейного 
деформирования СПФ при фазовых превращениях. Решение получено в рамках гипотез 
Кирхгоффа-Лява и предположении о том, что параметр фазового состава в каждый 
момент рассматриваемого процесса равномерно распределен по материалу пластины,  
что соответствует несвязанной постановке задачи для случая равномерного 
распределения по материалу температуры.  Не учитывается возможность структурного 
превращения в материале пластины. Пренебрегается переменностью упругих модулей 
при фазовом переходе и свойством разносопротивляемости СПФ. 

Для получения аналитического решения всех уравнений краевой задачи 
применялся метод преобразования Лапласа по величине объемной доли мартенситной 
фазы. После преобразования в пространстве изображений получается эквивалентная 
упругая задача, решая которую, образы по Лапласу искомых величин получаются в виде 
аналитических выражений, включающих операторы, являющиеся образами по Лапласу 
от упругих постоянных. Эти выражения являются дробно-рациональными функциями 
образа по Лапласу от параметра фазового состава. Возвращаясь в пространство 
оригиналов путём аналитического разложения выражений для искомых величин  
в пространстве изображений на простые множители, получаются искомые аналитические 
решения. 
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ABSTRACT 
 

In this paper, we consider the problem of the solids mechanics about the bending  
of a circular plate made of a shape-memory alloy (SMA) during a direct thermoelastic 
martensitic phase transformation under the action of a constant in magnitude and uniformly 
distributed transverse load radius. The problem of relaxation in a similar plate during direct 
phase transformation has also been solved. As the second problem, a normal load uniformly 
distributed over the radius is applied to the plate surface in the austenitic phase state. Next, the 
plate material is cooled through the temperature range of direct thermoelastic martensitic 
transformation. It is required to determine how the uniformly distributed load should decrease 
during such a transition so that the deflection of the plate remains unchanged. During the work, 
rigidly and articulated plates were investigated. The solution was obtained in the framework  
of the Kirchhoff-Love hypotheses. To describe the behavior of the plate material, we used the 
well-known model of linear deformation of SMA during phase transformations. The solution 
was obtained under the assumption that the phase composition parameter at each moment of the 
process under consideration is uniformly distributed over the plate material, which corresponds 
to non-coupled statement of the problem for the case of uniform distribution of temperature 
over the material. The possibility of structural transformation in the plate material is not taken 
into account. It neglects the variability of the elastic moduli during the phase transition, as well 
as the property of the SMA diversity resistance. 

To obtain an analytical solution to all the equations of the boundary value problem, the 
Laplace transform method with respect to martensite volume fraction parameter was used. After 
transformation in the space of images, an equivalent elastic problem is obtained. As a result  
of solving the equivalent elastic problem, the Laplace images of the desired quantities are 
obtained in the form of analytical expressions, which include operators that are Laplace images 
of elastic constants. These expressions are fractional rational functions of the Laplace image  
of the phase composition parameter. After returning to the original space, which is carried out 
analytically by decomposing the expressions for the desired quantities in the image space into 
simple factors, the desired analytical solutions are obtained. 
 
Keywords: shape memory alloys; direct transformation; relaxation; plane stress state; round 
plate; rigid fastening; articulated fastening; linear model 
 
 

1. ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Несмотря на то, что уникальные свойства сплавов с памятью формы (СПФ) 
исследуются с середины прошлого века, их активное применение в технике 
ограничено в связи с недостаточным развитием моделей термомеханического 
поведения СПФ, как на уровне определяющих соотношений, качественно  
и количественно правильно описывающих характерные для этих материалов 
свойства и явления, так и на уровне методов решения соответствующих краевых 
задач для  элементов конструкций, содержащих эти материалы. 

Различные системы определяющих соотношений для СПФ изложены  
в работах [1-30]. В данной работе в целях получения аналитического решения 
задачи изгиба пластин, используется простейшая модель линейного 
деформирования СПФ при фазовых превращениях, предложенная в [6-8].  
В рамках данной модели пренебрегается нелинейностью зависимости приращения 
деформации СПФ за счет прямого фазового превращения, явлением мартенситной 
неупругости в СПФ, имеющим заведомо нелинейный характер, переменностью 
упругих модулей СПФ при фазовых переходах [31], свойством 
разносопротивляемости СПФ [32]. 
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Задачи кручения для СПФ решались в работах [33-42]. Общие проблемы, 
связанные с решением задач изгиба для элементов из СПФ, рассматривались  
в [44,31]. Задачи изгиба балок из СПФ рассматривались в [45-52]. Изгиб 
пластинок из СПФ рассматривался в [53-54]. Для рассматриваемых в данной 
работе круглых пластинок из СПФ в [55-56] решены задачи устойчивости. 
Решению осесимметричных и центрально-симметричных задач  
для толстостенных сферы и цилиндра из СПФ посвящены работы [57-63]. 

В большинстве известных публикаций при решении краевых задач  
для элементов из СПФ используются численные методы, что связано  
с чрезвычайной сложностью определяющих соотношений, описывающих 
уникальные механические свойства этих материалов. Аналитически, как правило, 
удавалось решать лишь простейшие одномерные задачи, причем в весьма 
упрощенных постановках. 

В данной работе получены аналитические решения двух типов задач  
о напряженно – деформированном состоянии круглой пластинки из СПФ, жестко 
защемленной или шарнирно закрепленной по контуру, материал которой 
претерпевает прямое термоупругое фазовое превращение. В задачах первого типа 
прямое превращение в пластинке происходит под действием постоянной  
по величине и направлению, равномерно распределенной по поверхности 
пластины перпендикулярно ее срединной плоскости нагрузке. Далее  
для краткости такого типа задачи называются задачами о прямом превращении. 

В задачах второго типа пластинка, материал которой находится  
в аустенитном состоянии, нагружается равномерно распределенной  
по поверхности пластины и перпендикулярной этой поверхности нагрузкой. 
Необходимо определить, как должна меняться в процессе последующего прямого 
превращения величина распределенной нагрузки для того, чтобы прогиб точек 
пластины не изменялся. Следует определить характер изменения в таком процессе 
радиального и кольцевого моментов. Далее задачи такого типа для краткости 
называются задачами о релаксации напряжений. 

Задача для тонкой пластинки решается в рамках гипотез Кирхгоффа-Лява. 
Предполагается, что параметр фазового состава в каждый момент 
рассматриваемого процесса распределен равномерно по материалу. Данная 
гипотеза приемлема в случае медленного процесса охлаждения, обеспечивающего 
равномерное распределение по материалу изменяющейся со временем 
температуры, в рамках несвязанной постановки задачи для СПФ, при которой 
пренебрегается влиянием действующих напряжений на характерные температуры 
фазового перехода. 

При решении пренебрегается изменением упругих модулей в процессе 
фазового перехода. Задача может быть решена как для аустенитного, так и для 
мартенситного значения модулей, что позволяет получить двустороннюю оценку 
для искомых величин. 
 

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ 
 

Задачи решаются в рамках линейной модели деформирования СПФ  
при фазовых переходах, предложенной в [6-8]. В [64-66] предложен метод 
аналитического решения краевых задач о деформировании элементов из сплавов  
с памятью формы при прямом фазовом превращении, основанный  
на преобразовании Лапласа [67] всех уравнений краевой задачи по величине 
объемной доли мартенситной фазы q . При этом предполагается, что поведение 
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СПФ описывается системой определяющих соотношений модели линейного 
деформирования СПФ при фазовых превращениях. Установлено, что после такого 
преобразования полная система уравнений краевой задачи для прямого 
превращения в СПФ переходит  в пространстве изображений в полную систему 
уравнений эквивалентной задачи линейной теории упругости, в определяющих 
соотношениях которой упругие модули являются известными функциями 
материальных параметров СПФ и переменной s , соответствующей  
в пространстве изображений переменной q . В частности, для образов 
цилиндрической жесткости D  и коэффициента Пуассона в пространстве 
изображений справедливы формулы 

( )( )
( )( )

( )
( )

0ˆ ˆ, .
s a s s

D D
s d s s

β γ
ν ν

δ β
− − −

= =
− − −

      (1) 

Входящие в эти формулы параметры определяются зависимостями, 
приведенными в таблице 1. 

Таблица 1. 
Имя 

переменной Значение Имя 
переменной Значение 

β  0 0
2
3

a c E−  χ  
( )( ) ( )0

0 6
3 1 5

c Ea ν
ν ν

− +
+ +

 

d  0 02a c G−  γ  0
0 3

Eca
ν

−  

δ  ( )
0

0 3 1
c Ea

ν
−

+
 ψ  3

3
β νγ

ν
+
+

 

θ  0
0 1

c Ea
ν

+
+

 µ  5
5
β νγ

ν
+
−

 

 

Здесь величины 0a  и 0с  – материальные параметры определяющего соотношения 
для фазовой деформации при прямом превращении модели линейного 

деформирования СПФ при фазовых превращениях [6-8]: ( )0 0 ,
ph

ij ph
ij ij

d
c a

dq
ε

σ ε
′

′ ′= +  

где ph
ijε ′  – девиатор тензора фазовых деформаций, σ ′  – девиатор тензора 

напряжений. Искомые величины эквивалентной упругой задачи в пространстве 
изображений записываются в виде функций от образов упругих постоянных.  
В результате для этих величин получаются дробно-рациональные функции  
от переменной преобразования s . Эти выражения разлагаются на простые 
множители, после чего определяются соответствующие решения в пространстве 
оригиналов. 
 
 

3. РЕШЕНИЕ В ПРОСТРАНСТВЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
 

Для нахождения прогибов в случае прямого превращения использовались 
следующие соотношения для жесткого и шарнирного закреплений соответственно 
[68] 



78 

( ) ( )2
2 2

02 2 220 5, .
64 64 1
Pw a r

P a r
w a r

DD
ν
ν

=
− + = − +

− 
 

 

Отсюда выводятся соотношения для нагрузки при релаксации, 
соответствующие максимальным перемещениям. Ниже представлены формулы 
для жесткого и шарнирных закреплений соответственно 

0 4 0 4

64 1 .64 ,
5

wDP
a

P Dw
a

ν
ν

+
= =

+
 

Формулы для напряжений в круглой пластине являются следующими 

3 3

1212 , .tr
r t

MM z z
h h

σ σ= =  

Исходя из того, что координата z  соответствует распределению  
по поперечной оси пластины, напряжения будут выражаться через радиальный  
и кольцевой моменты rM  и tM , формулы для которых имеют в случае 
защемленного края следующий вид 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 20 01 1 3 , 1 3 .
16 16t r
P PM a r M a rν ν ν ν   = + − + = + − +     

В случае шарнирного закрепления справедливы зависимости 

( )( ) ( )2 2 2 20 0 1 33 , 3 .
16 16 3r t
P PM a r M a rνν ν

ν
+ = + − = + − + 

 

При рассмотрении релаксации, соответственно, соотношения для моментов 
в жестко закрепленной пластине будут следующими 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
4 4

4 41 3 , 1 1 3 .r t
wD wDM a r M a r
a a

ν ν ν ν   = − − + = + − +     

или для случая шарнирного закрепления 

( ) ( ) 2 20 0
4

4 1 1 33 , 3 .
5 16 3r t

w D PM M a r
a

ν νν ν
ν ν

+ +   = + = + −   + +   
 

 
 

4. РЕШЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ ОРИГИНАЛОВ 
 

Подставляя в приведенные в предыдущем разделе формулы выражения (1) 
вместо цилиндрической жесткости и коэффициента Пуассона, разлагая 
полученные дробно рациональные относительно s выражения на простые дроби  
и переходя к оригиналам, можно получить следующие решения поставленных 
задач. 

4.1. Задача о прямом превращении, жесткая заделка. 
 

Прогиб 

( )

( ) ( )

0

22 2
0

2
0 0 0

0

2

0 00

,

.

64

, ,

a q q
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D

a a d a ddA B C
a

d d
a aa

β

δ β β βδ δ
β

δ
β β

δ
β

−
 = + + 

− − +
= = = −

+
− − +

−

 

Моменты 
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A

r a a

A

r Ec a

e M B

r
B

β β
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4.2. Задача о прямом превращении, шарнирное опирание. 
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( )

( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

0

0

2

0

2 2
0

2 2 2 2 2 2
0 0 0

2 2 2 2 2
0 0 0

0 0

0

0

0

15

,
64

15 11 3 3 31 ,

,
3 11 3

3

3

a q q q
P a r

w A Be Ce Fe
D

d a a

a

r Ea c Ec r a a
A

d a a a r r a Ec a r
B

a a

a
a

a

r

β θ

δ

θ

β

β

ν

θ

δ

ν

−
 = + + +

+
=

+



− + − −
−

+ + − + +
= −

− −

 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

( )
( ) ( )( )

2 2 2 2
0 0

0

2
0 0

3 5 1 5 11

3

3
,

a a r a r c
C

a

r Ec a
d

ν ν β ν

β β

ν
δ β β

θ β

+ + + − + + +
=

−

+ −
− −

−

 

( )( ) ( )( )(

)

2 2 2 2
0 0 0

0

2 2 2 2 2 2
0 0

1 15 11 3
3

3 3 3 3 15 3 .

F d a a r Ea c Ec r
a

a a a a r r a r

θ δ θ
θ β θ θ

ν νθ ν ν θ θ θ

= − + − + − + + −
− −

− + − + + +
 

Моменты 

( )( ) ( )
( ) ( )

2 2
1 1 1

0 0 0 0

, ,
16 16

9 3 3 31 1, ,
3 3

q q q
r t

P PM a r A Be M A B e C e

Ec a Ec a
A B

β β ψ

βν ν βν ν
βν βν

= − + = + +

+ + − +
= =

 

( ) ( )
( )

( )

0 0

0 0

0 0

2 2 2 2 2 2
0 0

1

0

2 3

33 142 3 3
7 7 7

,

12
6

7 3 9

r a r a Ec r a r
A

Ec a

a Ec

Ec a a

ν

ν

ν

ν

ν

ν

ν

   −

−

  − + −  

− + − + + + − +  
   

 
− −

=



 



80 

(
( )

)
( )

( )
(

( )
)

3 2 3
0 0 0 0

1
0 0 0

2 2
0 0 0 0

3 2 2 2 2 2 2 2 2
0

1
0 0

2 2
0

0 0

2 60 98 18 52
7 3 9

21 6 108 27
,

2 1

12 4 44 25 3
4 2

12 42 18
.

6 3

Ec Ec a Ec
B

Ec a a

a Ec a a r

Ec r a r r a r
C

Ec Ec

a r
a a

ν ν ν ν

ν ν

ν ν

ν

ν ν ν ν

ν ν

ν ν

ν

− − − −
= −

− −

− − + +

−

− + − − − +
=

−

+

− +

−

−

+ +

 

 
4.3. Задача о релаксации, жесткая заделка. 
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4.4. Задача о релаксации, шарнирное закрепление. 
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1 1 1 1 14

4 .dq q q q
t

wDM A B e C e F e H e
a

δ ψ µ = + + + +   

Формулы для коэффициентов этой зависимости не приведены  
из-за их громоздкости. 
 
 

5. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 
 

Численные значения параметров, входящих в полученные решения  
и зависящих от упругих постоянных, приведены в таблице 3. 

Таблица 3. 

Переменная Значение Переменная Значение Переменная Значение 

0a  0.718 d  -3.879 ψ  -3.844 

0c  3 -10.243 10МПа−⋅  β  -3.818 µ  -4.649 
E  28000 МПа δ  -3.643 χ  -1.094 
ν  0.48 θ  5.315   

 
В ходе вычислений можно заметить, что характер зависимости искомых 

величин от параметра фазового состава всецело определяется множителем, 
представляющим собой сумму экспоненциальных функций. Поэтому 
целесообразно при построении графических зависимостей будет откладывать  
по оси ординат не сами прогибы, усилия и моменты, а лишь значения 
сомножителей соответствующих выражений, зависящих от q . 

Так на рис.1 и рис.2 представлены зависимости ( )w q  и ( )w r  

[ ]( )где 0;r a∈ , значения по оси ординат отнесены к 
( )22 2

0

64
p a r

D
−

 и 
4

0

64
p a

D
 

соответственно. 
Для изображения распределения прогибов или моментов по радиусу полный 

радиус пластины a  принимался за единицу, а величина r  выражалась в долях  
от a , представляя собой тем самым безразмерную величину r

a . Однако на всех 

рисунках для простоты восприятия она обозначена как r . 
 

 
Рис.1. ( )w q  при прямом превращении жестко закрепленной пластины. 
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Рис.2. ( )w r  при прямом превращении жестко закрепленной пластины. 

 

 
Рис.3. ( )0P q  при прямом превращении жестко закрепленной пластины. 

 

 
Рис.4. ( )0P q  при релаксации шарнирно закрепленной пластины. 
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Для случая релаксации жестко и шарнирно закрепленных пластин построим 
зависимость ( )P q  (рис.3 и рис.4 соответственно), где значения, отложенные 

вдоль оси ординат, так же для удобства отнесены к 4

64Dw
a

. 

Как было показано ранее, напряжения rσ  и tσ  напрямую зависят  
от моментов rM  и tM  соответственно. Поэтому анализ велся непосредственно 
исходя из моментов. Выстраивая в дальнейшем графические зависимости  
для моментов, все моменты в случае прямого превращения будем относить  

к 
2

16
Pa ,  а в случае р елаксации – к 2

4wD
a

, что с учетом обозначения rr a=  

приводит графики к безразмерным величинам. 
Очевидно, что значение rM  будет зависеть не только от фазового состава, 

но и от координаты по радиусу. Построим зависимость ( )rM r  для различных 

соотношений фазового состава (рис.5) и зависимость ( )rM q  (рис.6) при прямом 
превращении круглой пластины. 
 

 
Рис.5. ( )rM r  при прямом превращении жестко закрепленной пластины. 

 
 

 
Рис.6. ( )rM q  при прямом превращении жестко закрепленной пластины. 
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Рис.7. ( )rM q  при прямом превращении шарнирно закрепленной пластины. 

 

На рис.7 представлена зависимость момента ( )rM q  для шарнирно 
закреплённой пластины. Однако не менее интересно будет построить эпюру 
момента ( )rM r  для различных соотношений фазового состава q . Выберем 
несколько основных значений q  и представим их на графике (рис.8). 

 

 
Рис.8. ( )rM r  при прямом превращении шарнирно закрепленной пластины. 

 
Представленный график наглядно доказывает, что одно из граничных 

условий шарнирного закрепления – отсутствие момента rM  на закрепленном 
краю выполняется – все эпюры моментов приходят в 0 при r a= ,  
что соответствует краю. 

Построим эпюру ( )tM r  для нескольких фиксированных значений фазового 
состава q  (рис.9). Очевидно, что с ростом доли мартенсита (значение q  
повышается) эпюра моментов становится более пологой. Зафиксируем одну  
из точек (например, центральную – точку приложения нагрузки) и построим  
в ней зависимость ( )tM q  (рис.10). 
 



86 

 
Рис.9. ( )tM r  при прямом превращении шарнирно закрепленной пластины. 

 
 

 
Рис.10. ( )tM q  при прямом превращении шарнирно закрепленной пластины. 

 
 

 
Рис.11. ( )rM q  при релаксации шарнирно закрепленной пластины. 

 



Механика композиционных материалов и конструкций    том 26, №1, 2020 г. 
 

87 

 
Рис.12. ( )rM r  при релаксации шарнирно закрепленной пластины. 

 
В случае релаксации шарнирно закрепленной пластинки очевидно,  

что зависимость момента ( )rM q  будет одинаковой во всех точках пластинки 

(рис.11). Построим также распределение моментов ( )rM r  при разных значениях 
q  (рис.12). 

 
 

ВЫВОДЫ 
 

В рамках модели линейного деформирования СПФ при фазовых 
превращениях исследовано поведение круглой тонкой пластины, материал 
которой претерпевает прямое термоупругое мартенситное превращение  
под действием постоянной по величине и равномерно распределенной по радиусу 
ортогональной к лицевой поверхности пластины нагрузки. Установлено,  
что прогибы всех точек пластины в таком процессе возрастают. 

Решена задача о поддержании фиксированной изогнутой формы такой 
пластины, заданной путем нагруженния в аустенитном состоянии  
и претерпевающей прямое термоупругое мартенситное превращения. Определен 
характер убывания внешней нагрузки, обеспечивающий неизменность формы 
пластинки. 

В обеих задачах получены аналитические зависимости искомых величин  
от радиальной координаты и параметра фазового состава. 
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