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АННОТАЦИЯ 
 

Работа посвящена численному моделированию процесса раздачи и обжатия 
толстостенной цилиндрической оболочки из сплава с памятью формы (СПФ) в режиме 
мартенситной неупругости. Процессы раздачи и обжатия происходят под действием 
монотонно возрастающего внутреннего или внешнего давлений. 

Рассмотрение задачи ведется в рамках модели нелинейного деформирования СПФ 
при фазовых и структурных превращениях. Полученное решение учитывает 
разносопротивляемость этих сплавов растяжению-сжатию. Решение получено  
для случаев плоско-напряженного и плоско-деформированного состояний. 

Численное моделирование выполнено в программном комплексе Simulia Abaqus  
с применением технологии пользовательского материала. В качестве параметра вида 
напряженного состояния используется параметр, связанный с третьим инвариантом 
девиатора напряжений. В рамках работы принимается линейная зависимость 
материальных констант от параметра вида напряженного состояния. 

Моделирование раздачи и обжатия толстостенной цилиндрической оболочки 
выполнена в трехмерной по пространству постановке с учетом осевой симметрии задачи. 

В рамках работы получены эпюры напряжений по сечению оболочки  
для различных значений давления. Установлено, что в процессе нагружения напряжения 
по сечению меняются немонотонно, а само распределение напряжений имеет 
нелинейную зависимость от радиуса. Для обоих случаев действия давления параметр 
вида напряженного состояния имеет неоднородное распределение по сечению оболочки. 
Также получена зависимость смещений точек на внутренней и внешней поверхности 
оболочки от величины приложенного давления. 

Результаты, полученные в ходе выполнения работы, могут быть успешно 
использованы при проектировании термомеханических соединительных муфт из СПФ. 
 
Ключевые слова: сплавы с памятью формы; мартенситная неупругость; 
разносопротивляемость; цилиндр; давление 
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ABSTRACT 
 

The work is devoted to numerical modeling of the process of еxpansion and compression 
of a thick-walled cylindrical shell made of a shape memory alloy (SMA) in the martensitic 
inelasticity mode. The processes of expansion and compression occur under the influence  
of monotonically increasing internal or external pressures. 

The problem is considered within the framework of the model of nonlinear deformation 
of SMA in phase and structural transformations. The resulting solution takes into account 
tension-compression asymmetry of these alloys. The solution is obtained for cases of plane-
stress and plane-strain states. 

Numerical modeling was performed in the Simulia Abaqus using user material 
technology. The parameter associated with the third invariant of the stress deviator is used  
as a parameter of the type of stress state. In the framework of the work, a linear dependence  
of material constants on the type parameter of the stress state is taken. 

The distribution and compression of a thick-walled cylindrical shell was simulated  
in a three-dimensionally space-based formulation, taking into account the symmetry of the 
problem. 

In the framework of the work, stress diagrams were obtained over the shell cross section 
for various pressure values. It was established that during loading the stresses across the cross 
section change nonmonotonically, and the stress distribution itself has a nonlinear dependence 
on the radius. For both cases of pressure, the parameter of the type of stress state has  
an inhomogeneous distribution over the cross section of the shell. The dependence of the 
displacements of points on the inner and outer shell surfaces from the value of the applied 
pressure is also obtained. 

The results obtained during the work can be successfully used in the design  
of thermomechanical couplings from SMA. 
 
Keywords: shape memory alloys; martensite inelasticity; tension-compression asymmetry; 
cylinder; pressure 

 
ВВЕДЕНИЕ 

 
Проектирование устройств, принцип работы которых основан  

на использовании уникальных свойств СПФ [1] требует наличия достоверных 
решений краевых задач механики этих сплавов [2]. Однако, получение подобных 
решений затрудненно ввиду объективной сложности определяющих 
соотношений, описывающих термомеханические процессы, протекающие в СПФ. 
Кроме этого, расчет напряженно-деформированного состояния (НДС) 
конструкций, содержащих СПФ, осложняется фактом того, что эти сплавы 
являются разноспротивляющимися растяжению-сжатию и НДС как качественно, 
так и количественно зависит от вида напряженного состояния [3]. Аналитически 
могут быть решены только простейшие краевые задачи для СПФ в рамках 
простейших моделей их поведения [4]. 

Одним из подходов, позволяющим избежать отмеченных трудностей, 
является использование коммерческих пакетов конечно-элементного 
моделирования. Так, работа [5,6] посвящена конечно-элементному анализу 
актуаторов из СПФ. Моделирование выполнено в рамках моделей [7] и [8,9] 
соответственно. В [10] в рамках модели [11] выполнен расчет ячеистой 
цилиндрической оболочки из СПФ от действия осевого сжатия. Труды [12,13] 
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посвящены расчету адаптивных тросов из СПФ. Моделирование выполнено  
в рамках моделей [14,15] соответственно. 

В отмеченных выше работах расчет НДС конструкций был выполнен  
без учета разноспротивляемости СПФ. Однако в труде [16] приведено решение 
краевой задачи о сфере из СПФ, находящейся под действием 
внутреннего/внешнего давления и отмечена существенная зависимость НДС 
сферы от вида напряженного состояния. Численное моделирование выполнено  
в рамках модели [17-19], интегрированной в конечно-элементный комплекс 
Simulia Abaqus. 

Данная работа посвящена расчету НДС толстостенной цилиндрической 
оболочки из СПФ, находящейся под действием внутреннего или внешнего 
давления. В [20,21] получены решения задач о поведении толстостенной 
цилиндрической оболочки из СПФ, материал которой претерпевает прямое 
термоупругое фазовое превращение под действием постоянного внутреннего 
давления [21] или постоянных внутреннего или внешнего давления и осевой силы 
[20]. Однако в этих работах нагружение в режиме мартенситной неупругости  
не рассматривается, эффект разносопротивляемости СПФ не учитывается.  

В данной работе моделируется процесс раздачи и обжатия оболочки  
в режиме мартенситной неупругости. Приведенное в работе решение учитывает 
зависимость НДС оболочки от видна напряженного состояния. 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
 

Рассмотрение задачи раздачи и обжатия толстостенной цилиндрической 
оболочки из СПФ ведется в цилиндрической системе координат r zθ− − . 
Внешний радиус оболочки равен 10 ммb = , внутренний 5 ммa = . Ниже 
приведена конечно-элементная модель (КЭМ) оболочки, выполненная с учетом 
симметрии задачи. При закреплении модели также использовались условия 
симметрии. На рис.1 отмечены точки замера перемещений. 
 

 
Рис.1. КЭМ оболочки. 

 
Модель материала, применяемая при расчете НДС оболочки, приведена  

в [17-19]. Ее интеграция в конечно-элементный комплекс Simulia Abaqus 
выполнена в [16]. В рамках модели пользовательского материала предполагается 
аддитивное представление приращений полных деформаций, в случае их малости. 
Связь между компонентами приращений девиаторов напряжений и деформаций 
устанавливается следующим соотношением 



 

566 

2ij ij ij kl kld Gd dσ ε λσ σ ε′ ′ ′ ′ ′= − , 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2
2

2
2

9
1 3

i
d

i d i

G q
G qσ

σ

σ
λ ρ µ

σ ρ µ σ
Ψ

=
+ Ψ

, 

( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( )

1

2
0 0 0

1 1expi i
i

σα µ

σ σ σσ

σ σσ
σ µ σ µ σ µα µ

−
   −

Ψ =       Γ    
. 

Здесь ,ij ijd dσ ε′ ′  – девиатор приращений напряжений и деформаций, G  – модуль 
сдвига СПФ в мартенситном фазовом состоянии, dρ  – интенсивность 
кристаллографической деформации, iσ  – интенсивность напряжений, σµ  – 
параметр вида напряженного состояния, ( )2 iσΨ  – плотность γ  распределения 
интенсивности микронапряжений образца из СПФ в мартенситном фазовом 
состоянии, 0,α σ  – параметры материала, Γ  – гамма функция. 

Шаровая часть тензора приращений напряжений определяется,  
как приведено ниже 

( )kk kkd K q dσ ε= . 
Здесь kkdε  – первый инвариант тензора приращений деформаций. 

Приращение компонент тензора напряжений вычисляется следующим 
образом 

1
3ij kk ijd d d ′σ = σ + σ . 

В работе предполагается линейная зависимость констант СПФ ( )σα µ , 

( ) ( )0 , dσ σσ µ ρ µ  от параметра вида напряженного состояния. В качестве параметра 
вида напряженного состояния используется следующее соотношение [22] 

3
3

27 .
2 i

J
σµ σ
=  

Здесь 3J  – третий инвариант девиатора напряжений. 
Валидация пользовательской модели материала выполнена в [16]. 
В качестве статических граничных условий выступают величины 

внутреннего и внешнего давлений, приложенные к соответствующим 
поверхностям цилиндрической оболочки. Закрепление КЭМ является статически 
определимым в случае рассмотрения задачи в плоско-напряженной постановке.  
В случае плоско-деформированного состояния КЭМ дополнительно закрепляется 
по торцам от осевых смещений. 
 
 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
 

При численном моделировании использованы следующие значения 
материальных констант, для случая 1σµ =  (одноосного растяжения): 0.0608t

dρ = , 

0 27.4 МПаtσ = , 6.45tα = , для случая 1σµ = −  (одноосного сжатия): 0.02c
dρ = , 

0 18 МПаcσ = , 16.08cα =  [3]. 
На рис.2а приведены кривые на случай замера перемещений на внутренних 

точках цилиндрической оболочки. Сплошная линия соответствует действию 
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внутреннего давления, штриховая – внешнего. Верхняя пара кривых получена  
на случай плоско-напряженного, нижняя – плоско-деформированного состояний. 
Правила расположения кривых на рис.2б соответствуют рис.2а. 
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0.1
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0.2

 
а б 

Рис.2. Зависимость p U− . а) внутренние точки; б) внешние точки. 
 

Из приведенных рисунков видно, что как в случае действия внутреннего,  
так и внешнего давлений перемещения реперных точек цилиндрической оболочки 
больше при плоско-напряженной постановке задачи. При этом зависимости U p−  
весьма близки к линейным. 

Ниже представлены эпюры радиальных rσ  и кольцевых θσ  напряжений  
по сечению цилиндрической оболочки, построенные для различных значений p . 
Эпюры rσ  и θσ  приведены только для случая плоско-напряженного состояния 
(ПНС). Решение, полученное для случая плоской деформации весьма близко  
к случаю ПНС. Ниже r bξ =  – безразмерный радиус оболочки. 
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Рис.3. Эпюры rσ ξ− . а) внутреннее давление, ПНС; б) внешнее давление, ПНС. 
 

На рис.3а,б и 4б приведенные кривые соответствующие величине 25p = , 
50, 75, 100, 125, 150 МПа справа налево, а на рис.4а слева направо. Как видно  
из приведенных рисунков распределения rσ  и θσ  по сечению имеют нелинейный 
характер. Исходя из приведенных данных, можно заключить, что при увеличении 
p  от 125 до 150 МПа наблюдается резкий рост θσ  вблизи внутренней 
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поверхности оболочки. Распределение осевых напряжений zσ  при плоско-
деформированном состоянии (ПДС) имеет нелинейный характер и в данной 
работе не приводится. 
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Рис.4. Эпюры θσ ξ− . а) внутреннее давление, ПНС; б) внешнее давление, ПНС. 
 

В ходе работы было установлено, что параметр вида напряженного 
состояния меняется в процессе нагружения немонотонно, а также имеет 
нелинейное распределение по сечению оболочки. Ниже представлены 
зависимости p σµ−  для случаев ПНС и ПДС. 
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Рис.5. Зависимость p σµ− . а) внутреннее давление, ПНС; б) внешнее давление, 
ПНС. 

 
На рис.5а,б и 6б приведенные кривые соответствуют величине 25, 50,p =  

75, 100, 125, 150 МПа слева направо. На рис.6а справа налево. Как видно  
из приведенных рисунков распределение σµ  по сечению зависит от величины 
приложенного давления p . 

В случае действия внутреннего давления как при ПНС, так и при ПДС 
параметр σµ  принимает положительные значения. В случае ПНС отмечается рост 

σµ  с ростом p  вблизи внутреннего радиуса, а в случае ПДС убывании σµ  почти 
для всех значений радиуса. На внешней поверхности оболочки в случае ПНС 
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напряженное состояние соответствует одноосному растяжению. Поэтому здесь  
σµ =1 независимо от значения p . 
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Рис.6. Зависимость p σµ− . а) внутреннее давление, ПДС; б) внешнее давление, 
ПДС. 

 

В случае действия внешнего давления при ПНС распределение σµ   
по сечению является знакопеременным. σµ  вблизи внешней поверхности 
несколько возрастает с ростом нагрузки, а на внутренней поверхности, где имеет 
место состояние одноосного сжатия, σµ = –1 не зависимо от величины p .  
В случае ПДС σµ  имеет только отрицательные значения и с ростом радиальной 
координаты меняется немонотонно, сначала убывая до значения σµ = –1 
в некоторой внутренней точке сечения, что соответствует состоянию одноосного 
сжатия, а потом возрастает, принимая максимальные (но по-прежнему 
отрицательные значения на внешней поверхности. Изменения величины σµ   
с изменением нагрузки свидетельствуют о том, что нагружение в данном случае 
является непропорциональным и к решению данной задачи с учетом 
разносопротивляемости СПФ не может быть применено положение об активных 
процессах пропорционального нагружения. 

 
 

ВЫВОДЫ 
 

В рамках работы выполнено численное моделирование процессов раздачи  
и обжатия толстостенной цилиндрической оболочки из СПФ в режиме 
мартенситной неупругости. Решение получено с учетом разносопротивляемости 
этих сплавов растяжению-сжатию в плоско-напряженной и плосок-
деформированной постановках. Установлено, что в случае действия  
как внутреннего, так и внешнего давления при ПНС перемещения контрольных 
точек превышают перемещения при ПДС. Отмечено, что в процессе нагружения 
эпюры напряжений и параметра вида напряженного состояния зависят  
от величины приложенного давления, а сами распределения имеют нелинейный 
вид, а изменение параметра вида напряженного состояния носит немонотонный 
характер. К решению данной задачи нельзя применять положение об активных 
процессах пропорционального нагружения. 
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