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АННОТАЦИЯ 
 

Аналитически изучены свойства кривых деформирования с постоянными 
скоростями, порождаемых физически линейным интегральным определяющим 
соотношением вязкоупругости Больцмана-Вольтерры с произвольной функцией 
релаксации. Доказано, что кривые деформирования всегда возрастают и выпуклы вверх, 
семейство кривых деформирования возрастает по параметру скорости деформирования 
(моделируется положительная скоростная чувствительность) и существуют предельные 
кривые при стремлении скорости к нулю или бесконечности (равновесная и мгновенная 
диаграммы деформирования). Выведено выражение для показателя скоростной 
чувствительности диаграмм деформирования, аналитически исследована его зависимость 
от деформации, скорости деформации и функции релаксации. Доказано, что показатель 
скоростной чувствительности зависит не от двух, а от одного аргумента (отношения 
текущей деформации к скорости), а величина показателя всегда лежит в интервале  
от нуля до единицы (т.е. линейная теория вязкоупругости описывает только 
псевдопластические среды и не способна описывать дилатантные). Введено понятие 
функции скоростной чувствительности, которую можно рассматривать как материальную 
функцию. Показано, что по ней можно восстановить функцию релаксации (с точностью 
до положительного постоянного множителя). Исследована зависимость показателя 
скоростной чувствительности от скорости деформации, доказано, что он не только может 
возрастать или убывать, но может иметь максимум (при мало обременительных 
ограничениях на функцию релаксации) и может принимать значения, сколь угодно 
близкие к единице (верхней границе для псевдопластических сред). Тем самым 
обнаружена способность линейной теории вязкоупругости качественно описывать 
«сигмоидальную» форму зависимости логарифма напряжения от логарифма скорости 
деформации и очень высокую скоростную чувствительность, характерные для режима 
сверхпластического деформирования материалов. 
 
Ключевые слова: сверхпластичность; сигмоидальная кривая; показатель скоростной 
чувствительности; вязкоупругость; диаграммы деформирования; скоростное упрочнение 
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ABSTRACT 
 

We study analytically properties of the stress-strain curves family generated by the 
Boltzmann-Volterra linear viscoelasticity constitutive equation with an arbitrary relaxation 
modulus under uni-axial loadings at constant strain rates. It is proved (for any decreasing 
relaxation modulus) that every stress-strain curve is an increasing and convex-up function of 
strain (without any extremum or inflection points), that stress-strain curves rise up as stress rate 
increase and that the stress-strain curves family converges to limit curve as stress rate tends to 
zero or to infinity (i.e. to equilibrium and the instantaneous stress-strain curve). We derived 
and analyzed the general expression for strain rate sensitivity index of stress-strain curves as the 
function of strain and strain rate. We found out that the strain rate sensitivity index depends only 
on the single argument that is the ratio of strain to strain rate. So defined function of one real 
variable is termed “the strain rate sensitivity function” and it may be regarded as a material 
function. The explicit integral expression for relaxation modulus via the strain rate sensitivity 
function is derived. It enables one to restore relaxation modulus assuming a strain rate 
sensitivity function is given. We proved that the strain rate sensitivity value is confined in the 
interval from zero to unity (the upper bound of strain rate sensitivity for pseudoplastic media) 
whatever strain and strain rate are. We found out that the linear theory can reproduce increasing 
or decreasing or non-monotone dependences of strain rate sensitivity on strain rate (for any 
fixed strain) and it can provide existence of local maximum. The analysis carried out let us to 
conclude that the linear viscoelasticity theory (supplied with common relaxation function which 
are non-exotic from any point of view) is able to produce high values of strain rate sensitivity 
index close to unity and to provide existence of the strain rate sensitivity index maximum with 
respect to strain rate. Thus, it is able to simulate qualitatively existence of flexure point on log-
log graph of stress dependence on strain rate and its sigmoid shape which is one of the most 
distinctive features of superplastic deformation regime observed in numerous materials tests. 
 
Keywords: superplasticity; sigmoid curve; strain rate sensitivity index (function); 
viscoelasticity; stress-strain curves at constant strain rates, strain hardening 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Диаграммы деформирования (ДД) многих материалов (в частности, 
наследственных) в одноосных испытаниях с постоянными скоростями 
деформации (СД) aε =  зависят от скорости a : ( ), aσ = σ ε . Одна из наиболее 
распространенных мер скоростной чувствительности материала (выраженности 
зависимости ДД от a ) – показатель скоростной чувствительности (ПСЧ),  
или параметр скоростного упрочнения 

( ) ( ) 1lg σ ε, σ,ε : σ .
lg

a
m a a

a a
−∂ ∂

= =
∂ ∂

       (1) 

Для степенной модели вязкой среды (жидкости) σ εMK=   ПСЧ постоянен  
и совпадает с показателем M  ( ( )0;1M ∈  для псевдопластических сред, 1M >  – 
для дилатантных). ПСЧ может быть постоянным и для моделей линейной 
вязкоупругости со степенными функциями релаксации (см. ниже). 

Особенно важна высокая скоростная чувствительность материала  
и ее характеризация при сверхпластическом деформировании [1-18]. 
Сверхпластичность – способность материалов в определенных структурно-
термомеханических условиях (в определенном диапазоне температур, скоростей  
и при достаточной степени измельчения зерен) к очень большой пластической 
деформации (100-200% и более) при относительно низком напряжении течения  
и его сильной зависимости от скорости деформации. Способность к деформации 
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не только без разрушения, но и без потери (или даже с улучшением) своих 
механических характеристик. Напряжение течения в состоянии 
сверхпластичности может быть в несколько раз меньше предела текучести 
материала в обычном состоянии (при той же температуре). Сверхпластичность 
наблюдается у металлов и сплавов (титан, медь, цинк, титановые, алюминиевые  
и свинцово-оловянные сплавы, стали и др.), интерметаллидов и керамик  
с ультрамелкозернистой структурой (средний размер равноосных зерен менее 
10 мкм) при достаточно высоких температурах ( 0.4 ,m mT T T>  – температура 
плавления) и малых скоростях деформации 5 1 -1(ε 10 10 c )− −= ÷  [5-18].  
У металлических стекол в переохлажденном жидком состоянии (в диапазоне 
температур, немного выше точки стеклования) наблюдается сверхпластическое 
течение с близким к единице ПСЧ и при высоких скоростях деформации [14].  
Как правило, чем меньше средний размер зерен поликристаллического материала 
в состоянии сверхпластичности, тем больше его скоростная чувствительность, 
меньше напряжение течения, больше деформационный ресурс и вязкость (тогда 
как для металлов в обычном состоянии пределы текучести и прочности 
возрастают с уменьшением зерен). Основные механизмы развития структурной 
сверхпластичности – зернограничное скольжение, внутризеренное 
дислокационное скольжение и диффузионная ползучесть. Сверхпластическое 
деформирование лежит в основе важных технологических процессов штамповка 
изделий сложной формы, получения материалов с нужной структурой  
и механическими свойствами посредством обработки давлением и большими 
пластическими деформациями [6,10,14-24] и т.п. 
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lgσ
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Рис.1. Типичные зависимости напряжения и ПСЧ от скорости деформирования: 1, 

2 – в режиме сверхпластического деформирования, 1´, 2´ – в обычном 
состоянии. 

 
Многочисленные эксперименты показали, что сверхбольшие пластические 

деформации надежно коррелируют с высоким значением ПСЧ (1). Сильная 
чувствительность напряжения течения к СД – один из главных факторов, 
обеспечивающих устойчивость сверхпластического течения: в месте зарождения 
шейки повышается СД, что вызывает повышение напряжения (упрочнение)  
и стабилизацию (залечивание локального сужения). Сильная зависимость 
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напряжения течения от СД (режим сверхпластичности) характеризуется 
величиной 0.3m >  (максимальное значение 1m =  соответствует линейно вязкой 
жидкости), тогда как для материалов в обычном состоянии 0.1m ≤ . Принято 
считать [5-18], что для режима сверхпластического деформирования материала 
характерна «сигмоидальная» форма графика зависимости lg σ  от lg a  (кривая 1  
на рис.1), т.е. наличие точки перегиба с почти прямолинейным участком  
в ее окрестности и, соответственно, наличие точки максимума на графике 
зависимости ПСЧ (1) от СД при фиксированной деформации (кривая 2).  
Для материала в обычном состоянии характерны кривые вида 1´ и 2´ без точек 
перегиба и максимума. Точка максимума â  указывает оптимальную скорость 
деформирования для достижения максимальных деформаций и нужной формы 
изделия с наименьшими энергозатратами. У керамик с ультрамелкозернистой 
структурой график ПСЧ, как правило, имеет выраженный участок постоянства 
(плато) [11,14]. 

Для моделирования сверхпластического деформирования используют  
и разрабатывают множество моделей, как правило описывающих одноосный 
случай [3-18,24-31]. Исторически самая популярная (в силу простоты) модель 
сверхпластичности представляет собой гибрид уравнения состояния вязкой 
жидкости и нелинейно упругой среды 

( ) ( ) ( )σ ε ε ,M Nt K t t=           (2) 
где , 0, 0K M N> ≥  – материальные постоянные (отметим, что эта зависимость – 
частный случай модели ползучести с упрочнением [32-34]). Для этой модели ПСЧ 
(1) (1) совпадает с постоянной M  (она пренебрегает зависимостью M  от 
скорости). Чаще всего полагают [5-18], что показатель деформационного 
упрочнения N равен нулю, и пренебрегают зависимостью M  от ε , т.е. считают 
материал степенной вязкой жидкостью. Нередко используют структурные 
(одномерные) модели, полученные последовательным или параллельным 
соединением вязких элементов со степенными зависимостями напряжения от СД 
с произвольными положительными показателями и коэффициентами 
[3,5,12,13,26,35]. Чтобы учесть параметры структуры вводят в модель 
зависимость напряжения от среднего размера зерна (например, степенную) и, 
возможно, иных параметров структуры (задаваемую кинетическим уравнениями) 
[11-15,17,27-30]. Авторы работ [24,25] рассматривают сверхпластичность как 
особый вид ползучести. 

Удовлетворительное описание сверхпластического деформирования, 
учитывающее влияние термомеханической истории и контуры эволюции 
структуры материала и позволяющее (хоть как-то) предсказывать вход  
в состояние сверхпластичности и выход из него, пока отсутствует. Одно  
из базовых феноменологических требований к определяющим соотношениям 
сверхпластичности – способность моделировать наличие локального максимума  
у функции ( )m a . Далеко не все модели на это способны. Например, для любого 
последовательного соединения элементов со степенной вязкостью ПСЧ (1) – 
убывающая функция от скорости деформации, а для параллельного соединения – 
возрастающая, т.е. в обоих случаях максимума у функции ( )m a  нет [35],  
а модели Бэкофена и Смирнова способны воспроизводить максимум при 
некоторых наборах материальных параметров [3,6,12,26]. 

Цель данной статьи – доказать, что линейное ОС вязкоупругости 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

σ τ ε τ , ε τ σ τ , 0,
t t

t R t d t t d t= − = Π − >∫ ∫    (3) 
связывающее истории напряжения и деформации (в одноосных изотермических 
процессах в стабильных материалах) интегральными операторами, 
инвариантными относительно сдвигов по времени, способно (как ни странно) 
описывать максимум ПСЧ диаграмм деформирования, т.е. «сигмоидальность» 
зависимости lg σ lg a− , и очень высокую скоростную чувствительность  
с ( )0,5;1m∈ , характерные для режима сверхпластичности материалов, причем  
без каких-либо экзотических ограничений на функцию релаксации. И потому, 
линейные интегральные операторы (3), инвариантные относительно сдвигов  
по времени, в принципе, можно использовать как инструмент при построении ОС 
связывающих истории тензоров напряжений и деформаций (конечных, больших), 
температуры и эволюции параметров структуры материала. 

Время и напряжения в (1) и (3) предполагаются безразмерными. В силу 
линейности операторов (3) изучаемые качественные свойства ДД и ПСЧ  
не зависят от способа масштабирования напряжений и времени.  
 
 
1. ЛИНЕЙНОЕ ОПРЕДЕЛЯЮЩЕЕ СООТНОШЕНИЕ ВЯЗКОУПРУГОСТИ 
 

ОС (3) описывают одномерные изотермические процессы в структурно-
стабильных материалах. Их ядра ( )R t  и ( )tΠ , 0t >  (материальные функции) 
называются функциями релаксации (ФР) и ползучести. Они предполагаются 
положительными и дифференцируемыми на ( )0;∞ , ( )tΠ  – возрастающей  

и выпуклой вверх на ( )0;∞  [36-39], а ( )R t  – убывающей и выпуклой вниз, ФР 
может быть непрерывной справа в точке 0t =  (тогда модель называется 
регулярной), а может иметь интегрируемую особенность (например, степенную) 
или включать слагаемое ( )ηδ t , где ( )δ t  – дельта-функция, η 0> .  

Из положительности и монотонности функций релаксации и ползучести на ( )0;∞  

следует, что в точке 0t =  существуют пределы справа ( ) ( )0 inf 0tΠ + = Π ≥   

и ( ) ( )0 sup 0R R t+ = >  ( ( )0R = +∞ , если ( )R t  не ограничена сверху) и предел 

( ) ( )inf 0R R t+∞ = ≥ . Входные процессы ( )σ t  или ( )ε t  предполагаются кусочно-

непрерывными и кусочно-гладкими при 0t ≥ . Если ( )0 0Π ≠ ,  

то ( ) ( )0 1 0R = Π < ∞  и на линейном пространстве непрерывных кусочно-гладких 
при 0t ≥  функций операторы (3) представимы в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

σ 0 ε τ ε τ τ,

ε 0 σ σ τ τ, 0

t

t

t R t R t d

t t t d tτ

= + −

= Π + Π − ≥

∫

∫





     (4) 

( ( ) ( )0 : 0y y= + – краткое обозначение предела функции ( )y t  справа в т. 0t = ). 

Операторы (3) взаимно обратны, и потому ( )R t  и ( )tΠ  связаны 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

τ τ τ или τ τ 0 1, 0.
t t
R t d t t R d R t tτ− Π = Π − + Π = >∫ ∫   (5) 
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Зная ФР, можно найти функция ползучести из (5), и наоборот. 
Свойства семейств основных теоретических кривых (диаграмм 

деформирования при постоянных скоростях деформации или нагружения, кривых 
ползучести и релаксации с любой начальной стадией нагружения, кривых 
ползучести при ступенчатом нагружении и др.), порождаемых ОС (3) 
с произвольной ФР, его способности описывать те или иные эффекты, 
наблюдаемые в квазистатических испытаниях, сферы влияния материальных 
функций, границы и индикаторы его области применимости и методики 
идентификации проанализированы в цикле работ [36-39] и др. Анализ,  
в частности, показал, что среди моделей, задаваемых ОС (3), необходимо 
выделять, как минимум, три основных класса, поскольку качественные свойства 
базовых кривых моделей этих классов (а также особенности постановки  
и решения краевых задач) заметно отличаются. 1) Регулярные модели –  
те, у которых ( )0 0Π ≠ , или ФР непрерывна справа в точке 0t = . Тогда 

мгновенный модуль ( ) ( )0 1 0E R= = Π  конечен, а ОС (3) и первое уравнение (5) 
сводятся к уравнениям Вольтерры второго рода (4) и (5). 2) Сингулярные модели – 
модели с ФР, содержащей слагаемое ( )ηδ t , η 0> ; тогда ( )0 0Π =  и ( ) 10 η−Π = . 

ФР ( )ηδR t=  задает ньютоновскую жидкость и входит в ФР половины 
реологических моделей из линейных пружин и демпферов. 3) Модели  
с неограниченной ФР, не содержащей слагаемого ( )ηδ t , но имеющей 
интегрируемую особенность в точке 0t =  (в частности, фрактальный элемент 
Скотт-Блэра и многие фрактальные модели [40-45]). Они тоже не регулярны: 

( )0 0Π = . В случае ( )0 0Π =  (4) и (5) – уравнения Вольтерры первого рода,  
что приводит к некорректным задачам, бесконечности мгновенного модуля, 
отсутствию мгновенной диаграммы деформирования и т.п. [36-39]. 
 

   
Рис.2. Структурные модели Кельвина и Пойнтинга-Томсона. 

 
Все структурные реологические модели из линейных пружин и демпферов 

описываются ОС (3). Для любого n  множество неприводимых n -звенных 
моделей распадается ровно на два класса эквивалентности (модели класса 
задаются одним и тем же семейством ФР): регулярные и сингулярные.  
В частности, эквивалентны модель Пойнтинга-Томсона и модель Кельвина 
(модели из двух пружин и одного вязкого элемента – рис.2). 

Операторами вида (3) задаются и трехмерные ОС вязкоупругости 
изотропных сред: тогда под ( )σ t  и ( )ε t  понимаются компоненты девиаторов 
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тензоров напряжений и деформаций или среднее напряжение и объемная 
деформация, связанные сдвиговой или объемной ФР [39]. 
 
 

2. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ДИАГРАММ ДЕФОРМИРОВАНИЯ ОС (3) 
 

Процесс деформирования ε at=  с постоянной скоростью ОС (3) переводит  
в напряжение 

( ) ( ) ( ) ( )1

0
σ , где : τ τ, 0.

t
t atP t P t t R d t−= = >∫     (6) 

( )P t  – осреднение ФР. В [36] доказаны следующие свойства ( )P t  (они будут 
полезны при анализе свойств ДД и ПСЧ). 

Лемма. Пусть ( )P t  – положительная непрерывная убывающая функция. 

Тогда ( )P t , 0t > , – гладкая убывающая функция, обладающая свойствами:  

1) ( ) ( ) ( )1P t t R t> Π >  при 0t > ; 2) ( ) ( ) ( )( )1P t t R t P t−= − ; 3) для регулярной ФР 

( ) ( )0 0P R+ = + ; 4) если ( )0R + < ∞ , то ( ) ( )0 0 2P R+ = +  , 5) ( ) ( )P R+∞ = +∞ ;  

6) при t → ∞  ( ) ( )1P t o t−= ; 7) функция ( )tP t  возрастает и выпукла вверх. 
Исключив параметр /t aε= , получим из (6) ДД в явной форме 

( ) ( )σ ε, ε εa P a= .         (7) 

Секущий и касательный модули выражаются формулами ( ) ( )σ ε, ε εa P a= , 

( ) ( )εσ ε, εa R a′ = . При ε 0→ +  они стремятся к пределу ( ) ( ) ( ): σ 0 0 0E R P′= = =  

(если модель не регулярна, то E = ∞ ), а при ε → ∞  – к пределу ( ): 0r R= ∞ ≥ ; E   
и r  – мгновенный и длительный модули (модули сдвига, объемные модули или 
модули Юнга – в зависимости от физического смысла σ  и ε ). 

В статье [36] доказаны следующие общие свойства ДД (7) (для любой ФР): 
Теорема 1. Пусть ( )R t  – положительная непрерывная убывающая  

и выпуклая вниз функция при 0t > . Тогда: 
1) при любом 0a >  ДД ( )σ ε  монотонна и выпукла вверх на луче ε 0> ; 

2) семейство ДД (7) возрастает по a  (поскольку ( ) 0P t < ); 
3) мгновенный и длительный модули E  и r  не зависят от скорости деформации; 
4) при любом 0a >  справедлива оценка ( )ε σ ε, εr a E< <  (правое неравенство 

содержательно при E < ∞ , т.е. в случае [ )0;R C∈ ∞ ); 
5) при 0a →  семейство ДД (7) всегда сходится (сверху) к прямой σ εr=  
(равновесной ДД) равномерно на любом отрезке полуоси ε 0> ; 
6) при a → +∞  семейство ДД (7) любой регулярной модели сходится (снизу)  
к прямой σ εE=  (мгновенной ДД) равномерно на любом отрезке оси ε ; 
7) если модель не регулярна ( [ )0;R C∉ ∞ ), то E = ∞ , касательная к любой ДД  

в нуле вертикальна, а семейство ДД ( )ε σ,a  сходится при a → ∞  к прямой ε 0= ; 
8) при ε → ∞  σ ε r→ , и ДД (7) обладает асимптотой лишь тогда, когда сходится 

интеграл ( )( )
0

: τ τI R r d
∞

= −∫ ; тогда каждая ДД (7) имеет асимптоту σ εr Ia= + , 

0I > , и σ εr Ia< + . 
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Отсутствие любого из обнаруженных свойств у ДД материала – 
достаточный признак неприменимости ОС (3) к его моделированию. В частности, 
линейное ОС (3) не способно описывать материалы с отрицательной скоростной 
чувствительностью, с падающей ДД, с выпуклыми вниз или имеющими точки 
перегиба ДД и те, у которых установлена зависимость мгновенного или 
длительного модуля от СД (см. обзор в [31]). 

Пример. Рассмотрим трехпараметрическое семейство ФР 
( ) ( ) μ , 0, μ 0.tR t E r e r E r−= − + > ≥ >      (8) 

ФР (8) при 0r >  порождает трехзвенную регулярную модель Кельвина с двумя 
пружинами (рис.2), при 0r =  (8) вырождается в модель Максвелла, а при 0E r= ≠  
– в упругий элемент. Осреднение ФР (8) (8) и ДД (7) имеют вид 

( ) ( ) ( )1 1 μμ 1 e ,tP t E r t r− − −= − − +        (9) 

( ) ( ) ( )1 μεσ ε, μ 1 e ε.aa E r a r− −= − − +       (10) 

При любом a  ДД (10) обладает асимптотой σ εr Ia= + , ( ) μI E r= − . 

Для модели Фойгта ( ) ( )ηδ hR t r t= + , ( ) 1ηP t r t−= + , и ДД (7) имеют вид 

( )σ ε, ε η .a r a= +          (11) 

Все ДД модели Фойгта прямолинейны и параллельны друг другу, ( )σ 0, ηa a=  
(наличие вертикального участка на ДД характерно для всех сингулярных 
моделей). ДД модели Фойгта напоминают формой ДД жесткопластического тела 
с линейным упрочнением, но пороговое напряжение ( )σ 0  зависит от СД.  

При a → ∞  семейство ДД Фойгта сходится к вертикальному лучу ε 0=  ( )E = ∞ , 
а при 0a →  – к прямой σ εr= . 
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Рис.3. Диаграммы деформирования моделей Кельвина-Пойнтинга, Максвелла  

и Фойгта при разных скоростях деформации. 
 

На рис.3 показаны ДД (10) модели Кельвина-Пойнтинга с 100r = , 
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η 1000E = = , 1µ =  (кривые 1-5) и Максвелла (с 0r =  –кривые 1´-5´) для пяти 
разных скоростей 0.0001;0.001;0.002;0.003;0.010a = . При a → ∞  оба семейства 
ДД сходятся к прямой σ εE=  (штрих-пунктирная линия с символом ∞ ).  
При 0a →  семейства ДД модели Кельвина-Пойнтинга сходятся к прямой σ εr=  
(штрих-пунктирная линия 0), а ДД модели Максвелла – к прямой σ 0= . 
Штриховые прямые 2˝-4˝ – ДД модели Фойгта (11) (11) с 100r = , η 1000=   
при 0.001;0.002;0.003a = , они совпадают с асимптотами ДД 2-4. Асимптоты ДД 
модели Максвелла горизонтальны и совпадают с ДД вязкого элемента Ньютона 
(штриховые прямые – для 0.001;0.002;0.003a = ): для ( )ηδR t=  имеем 

( ) 1ηP t t−=  и ( )σ ε, ηa a= . 
 
 

3. ФУНКЦИЯ СКОРОСТНОЙ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ ОС (3) 
И ЕЕ СВОЙСТВА 

 
Вычислим по ДД (7) ПСЧ (1) (1), используя формулу 

( ) ( ) ( )( )1P x x R x P x−′ = − : ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1σ ε ε ε ε εa a P a a P a R a−′∂ ∂ = − = − , 

( ) ( ) ( )1,ε εσ ε εm a P a R a−= −   . 

Т.к. ( )σ ε εP a= , то 

( ) ( ) ( )1 , : ε 0.m x R x P x x a= − = >       (12) 
Итак, ПСЧ – непрерывная функция, зависящая от одного аргумента :x a= ε  

(линии уровня ( ),εm a  – лучи ε xa= , 0a > ). Будем называть функцию (12) 
функцией скоростной чувствительности (ФСЧ), а ее график – кривой скоростной 
чувствительности (КСЧ). Каждой конкретной модели (3) (каждой ФР ( )R x ) 

соответствует своя КСЧ ( )m x , характеризующая ее скоростную чувствительность 
(и остальные свойства). Ее можно рассматривать как материальную функцию,  
так как по ней можно восстановить ФР (см. п.5) и построить модель с заданной 
формой КСЧ (зарегистрированной в испытаниях материала). Отметим,  
что теоретическая КСЧ может быть определена не только по заданной ФР,  
но и по одной ДД (по одной экспериментальной ДД в случае адекватности ОС (3)) 
ведь по (12) и (7) ( ) ( ) ( )1 T Sm x E x E x= − , где ( ) σ εTE x =∂ ∂  и ( ): σ εSE x =  – 
касательный и секущий модули. 

Так как по лемме ( ) ( ) 0P x R x> >  при 0x > , то из (12) следует общая 
оценка 

( )0 1m x< < , 
справедливая для любой ФР. Предельные случаи реализуются для упругого 
элемента с ( ) constR t E= = , ( )P x E=  и ( ) 0m x ≡  и для ньютоновской жидкости: 

( ) ( ) 1ηδ , ηR t P t t−= =  и ( ) 1m x ≡  при 0x > . Таким образом, линейное ОС (3) 
описывает лишь псевдопластические среды и не может моделировать 
дилатантные среды (у которых кажущаяся вязкость η : σ ε=   – возрастающая 
функция скорости деформации). 



 

462 

Предел ФСЧ при 0x →  зависит от класса, к которому принадлежит модель 
(ФР). Если ФР непрерывна справа в точке 0t =  (модель регулярна), то при 0x →  
(т.е. при ε 0→  или a → ∞ ) имеем 0m → , поскольку ( ) ( )0 0P R+ = +  по лемме. 

Если еще существует конечный предел ( )0R′ + , то ( ) ( )m x A x o x= +  при 0x → , 

где ( ) ( ): 0.5 0 0 0A R R′= − > , так как ( ) ( ) ( ) ( )0.5 0P x R x R x o x′− = − +  (см. лемму), 

поэтому в некоторой правой окрестности точки 0x =  КСЧ ( )m x  возрастает (если 

( )0R′ + < ∞ ). Для сингулярных моделей ( )0R + < ∞  и ( ) 1ηP t t−=  и потому 

( )0 1m + = . Если ( ) αR t x−
  при 0x → , ( )α 0;1∈ , то ( ) ( ) 1 α1 αP t x− −−  и по (12) 

( )0 αm + = . 

Предел при x → ∞  также может принимать любые значения из [ ]0;1 . Если 

( ) 0r R= ∞ > , то 0m →  при x → ∞  (т.е. при ε → ∞  или 0a → ), поскольку  

по лемме ( ) ( ) :P R r∞ = ∞ =  и ( ) ( ) 1R x P x → . В случае 0r =   

за неопределённостью 0 0  может скрываться любой предел (из отрезка [ ]0;1 ). 

Если ( ) αR t x−
  при x → ∞ , то по (12) ( ) αm ∞ = . А для модели Максвелла  

с μtR Ee−=  имеем ( ) ( )1 1 μμ 1 e tP t E t− − −= − , ( ) ( ) 0R x P x →  при x → ∞ , и потому 
1m → . 
Итак, если ( )0R + < ∞  (т.е. модель регулярна) и ( ) 0R ∞ ≠ , то положительная 

непрерывная функция ( )m x  стремится к нулю на концах интервала ( )0;+∞ , 
следовательно, она имеет хотя бы один локальный максимум (в той точке ˆx x= ,  
в которой достигает своей точной верхней грани ( )ˆ ˆ:m m x= ). При фиксированной 

СД a  функция ( )εm , ε 0> , имеет максимум в т. ˆ ˆε ax= . А при фиксированном ε  

функция ( )m a , 0a > , имеет максимум в т. ˆ ˆεa x= . Чем больше ε , тем больше â  

и тем шире диапазон СД, в котором значения ( )m a  близки к максимальной 

величине ПСЧ ( )ˆ ˆm m x= . Таким образом, физически линейная теория способна 
моделировать наличие максимума ПСЧ и сигмоидальность зависимости lg σ   
от lg a  (рис.1), столь важные для описания сверхпластичности. 

Для определения ˆ ˆиx m  надо найти критические точки ( )m x  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
,m x P x R x P x R x P x

−
′ ′ ′= − −       (13) 

условие ( ) 0m x′ =  равносильно 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )или 1.R x R x P x P x x R x R x R x P x′ ′ ′= = −  

Для конкретной ФР решения этого уравнения – критические точки ( )m x , 

разбивающие ось на интервалы монотонности ( )m x . Из общих качественных 
свойств ФР не следуют ограничения на количество точек экстремума у КСЧ. 
Анализ показывает, что КСЧ могут иметь несколько точек экстремума (например, 
модель стандартного тела, т.е. параллельное соединение двух моделей Максвелла 
с разными временами релаксации). 
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Для неограниченных и для сингулярных ФР (например, для модели Фойгта  
с ( )ηδR t r= + ) многие свойства КСЧ, доказанные для регулярных ФР, могут 

нарушаться. Например, для степенной ФР ( ) MR t Ct−= , ( )0;1M ∈ , имеем 

( ) ( ), : 1MP t Kt K C M−= = − , ДД (7) и КСЧ (12) имеют вид 

( ) ( ) ( )1σ ε, ε ε ε , , 0.M M Ma K a K a m x M x− −= = ≡ >  
Таким образом, для степенных ФР линейное ОС (3) (3) совпадает  

на одномерном пространстве процессов деформирования ε at=  с нелинейной 
моделью (2) при 1N M+ = , и ПСЧ не зависит от a  и ε . Используя (13), можно 
доказать, что это свойство присуще только степенным ФР. 
 
 

4. КРИВЫЕ СКОРОСТНОЙ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ МОДЕЛЕЙ 
КЕЛЬВИНА-ПОЙНТИНГА, МАКСВЕЛЛА И ФОЙГТА 

 

Для модели Фойгта ( ) ( ) 1ηδ h , ηR t r t P r t−= + = + , и ФСЧ (12) имеет вид 

( ) ( ) 11 λ , : ε 0, λ : η 0.m x x x a r−= + = > = >  
ФСЧ модели Фойгта зависит не от двух параметров, а только от времени 

ретардации τ 1 λ= . Очевидно, ( )m x  убывает при всех 0x ≥ , причем ( )0 1m =   

и ( ) 0m ∞ = . ФСЧ модели Фойгта не имеет максимума и кардинально отличается 

от ФСЧ регулярных моделей (рис.4 и 5). Зависимость ( )m a  от СД возрастает  

при всех 0a > , 0m →  при 0a →  и 1m →  при a → ∞ . При λ 0→  ( )m x  

равномерно сходится к ( ) 1m x ≡  (т.е. к КСЧ линейно вязкого элемента) на любом 
отрезке. 

Для моделей с трехпараметрической ФР (8) (моделей Кельвина-Пойнтинга  
и Максвелла) в силу (12) и (9) ФСЧ выражается уравнением 

( ) ( )
( )( )

μ

μ

1 μ μ
1 , : .

1 1 μ

x

x

r xe rx
m x r r E

r e rx

−

−

− +
= − =

− − +
 

При 0r =  (модель Максвелла) ее ФСЧ возрастает, ( ) ( )0 0, 1m m+ = ∞ = .  

В случае 0r > , поскольку ( )0R E+ = < ∞  и ( ) 0R r∞ = ≠ , то ( ) ( )0 0, 0m m+ = ∞ =  
и ФСЧ имеет хотя бы один максимум (можно доказать, что экстремум 
единственный). 

На рис.4 приведены КСЧ ( )m x  шести моделей вида (8) с μ 1=   
и 0;  0.1;  0.2;  0.3; 0.4; 0.5r =  (линии 0-5: кривая 0 с 0r =  – соответствует модели 
Максвелла, остальные – Кельвина-Пойнтинга). Штриховые линии 6-8 – КСЧ трех 
моделей Фойгта с η 0.01;0.1;0.5r = . У модели Максвелла ( )m x  возрастает  

при всех 0x > , а для моделей с 0r ≠  ( )m x  имеет точку максимума. Чем больше 

r , тем меньше ( )m x  на всей полуоси. Очевидно, модель Максвелла 
демонстрирует наивысший ПСЧ при всех x , стабильно близкий к единице вне 
некоторой окрестности т. 0x = . Единственный ее «конкурент» – модель Фойгта  
с большим временем ретардации (кривая 6). Штрих-пунктирные кривые 10, 11 – 
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КСЧ при увеличении времени релаксации (вязкости) в 10 раз, т.е. при 1 μ 10=   
для 0r =  и 1r = ; увеличение времени релаксации делает КСЧ более пологой. 
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Рис.4. Кривые скоростной чувствительности ( )m x  для пяти моделей Кельвина-

Пойнтинга (8) с 0.1;  0.2;  0.3; 0.4; 0.5r E = , модели Максвелла (с 0r = )  
и Фойгта. 
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Рис.5. Зависимость ПСЧ: а) от деформации ( )εm  при 0.01;0.03;0.05;0.10a =   

для модели Кельвина-Пойнтинга (8) с 1r =  и Максвелла ( 0r = );  
б) от скорости деформации ( )m a  при ε 0.01;0.05;0.1;0.2;0.3=  для модели 
Кельвина-Пойнтинга (8) с 1r =  и Максвелла. 

 

На рис.5а,б приведены зависимости ПСЧ ( )εm  при фиксированных 

0.01;0.03;0.05;0.10a =  и ( )m a  при ε 0.01;0.05;0.1;0.2;0.3=  для двух моделей: 
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Кельвина с 0.1r =  (кривые 1-9) и Максвелла с 0r =  (кривые 11-19). Стрелками 
указаны направления смещения кривых с ростом параметров a  и ε . Для модели 
Максвелла ( )εm  возрастает при всех ε 0> , а ( )m a  убывает при всех 0a > .  

Для модели Кельвина ( )εm  и ( )m a  имеют точку максимума, максимальная 
величина ПСЧ m̂  для конкретной модели не зависит ни от a  ни от ε . У модели 
Фойгта ( )εm  убывает (штриховые кривые 21 и 24 – для модели с η 0.1r =   

при 0,01a =  и 0,1a = ), а ( )m a  возрастает при всех 0a >  (штриховые кривые 25 
и 29 – при ε 0.01=  и ε 0.3= ). 
 

5. ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИИ РЕЛАКСАЦИИ ПО ФУНКЦИИ 
СКОРОСТНОЙ ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 

 

Каждой конкретной модели (3) (каждой ФР ( )R x ) соответствует по (12) 

своя ФСЧ ( )m x , характеризующая её скоростную чувствительность,  
и, соответственно, значения ˆ ˆиx m  (если есть максимум и другие характерные 
точки). ФСЧ можно рассматривать как материальную функцию, поскольку  
по заданной ФСЧ можно однозначно восстановить ФР и таким образом построить 
модель с заданной формой КСЧ, зарегистрированной в испытаниях материала.  
В самом деле по заданной непрерывной кусочно-гладкой функции ( )m x , такой, 

что 0 1m< <  при 0x > , можно восстановить ФР ( )R x  с точностью  

до положительного множителя, т.к. по (12) всем ФР ( )λ , λ 0R t >  соответствует 

одна и та же ФСЧ ( )m x . Для определения λ 0>  надо задать еще начальное 

условие ( )0 0 0R t R= > . Из (12) следуют интегральное и дифференциальное 

уравнения для ( )R x : ( ) ( )( ) ( )1

0
1

x
R t dt x m x R x

−
= −∫ , или 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 11, : 1 .R f x R f x x m x m x m x
−−′ ′= = − − −    (14) 

Функция ( )f x  кусочно-непрерывна, и множество её точек разрыва 

совпадает с множеством точек разрыва ( )m x′  на ( )0,∞  (как правило, пустым),  

а наличие разрывов у ( )m x′  равносильно наличию разрывов у ( )R t  в силу (14) 
(такие ФР иногда используют, склеивая задаваемые представления для ФР,  
в частности, полагая ( ) constR t =  при больших t ). 

Решение дифференциального уравнения (14) с начальным условием 

( )0 0 0R t R= >  имеет вид: ( ) ( )( )
0

0 exp
t

t
R t R f x dx= ∫ . Обозначив ( ) ( )1:y x x m x−= , 

получим после преобразований 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
0

0
0

1
0

1
exp , : ,

1

: , 0.

t

t

m t
R t R Y t Y t y x dx

m t

y x m x t t−

−
= − =

−

= ≥ >

∫     (15) 

ФР (15) непрерывна, и ( ) 0R t > , поскольку ( ) 1m t < . Точки разрыва ( )R t  

совпадают с точками разрыва ( )m x′ . Так как 0 1m< < , то 10 y x−< < , функция 
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( )Y t  возрастает, ( ) ( )00 lnY t t t< <  при ( )( )0 0, exp 1t t t t Y t> < − < , и потому 
верна оценка для ФР (15)  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1
0 0

0 0 0

1 1
, 0.

1 1
m t R t m t

t t t t
m t R t m t

− − −
< < > >

− −
    (16) 

Предел ФР (15) при t → ∞  зависит от поведения интеграла ( )Y t . Если 

( )Y ∞ < ∞  (интеграл сходится), то ( ) 0m ∞ =  (в предположении, что предел ( )m ∞  

существует) и ( ) ( )( ) ( )1
0 01 0YR R m t e

− − ∞∞ = − > . Если же интеграл ( )Y t  расходится, 

то ( )( )exp 0Y t− →  и ( ) 0R ∞ = . Для этого достаточно, чтобы ( ) 0m ∞ > . 
Для того, чтобы ФР (15), восстановленная по ФСЧ, удовлетворяла 

необходимым ограничениям на ФР в ОС (3) (монотонного убывания ( )R t   

и ее выпуклости вниз) надо наложить дополнительные ограничения на ( )m x .  
Из дифференциального уравнения (14) следует, что критерий (нестрогого) 
убывания ( )R x  при 0x >  – выполнение неравенства ( ) 0f x ≤ , т.е. 

( ) ( ) ( )( )1 1 , 0.m x x m x m x x−′ ≥ − − >       (17) 
Критерий выпуклости вниз ФР (15) найдем из (14): 

( )2R f R fR f f R′′ ′ ′ ′= + = + , где 0R > , поэтому 0R′′ >  равносильно условию 
2 0f f′ + >  для всех 0x > , т.е. 

( ) ( )2 21 3 1 .x m m m x m m′′ ′< − + −        (18) 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В работе аналитически исследована скоростная чувствительность семейства 
диаграмм деформирования (7), порождаемых физически линейным ОС 
вязкоупругости (3) с произвольной функцией релаксации в одноосных 
испытаниях с постоянными скоростями деформации. Выведено общее выражение 
(12) для показателя скоростной чувствительности (параметра скоростного 
упрочнения) ( ),εm a , исследованы его общие качественные свойства  
и их зависимость от характеристик функций релаксации и скорости деформации 
a . Установлено, что ПСЧ зависит не от двух, а от одного аргумента : εx a=   
и может быть вычислен по одной диаграмме деформирования. Доказано, что 
значения ПСЧ всегда лежат в интервале от нуля до единицы (т.е. линейное ОС (3) 
описывает только псевдопластические среды и не может описывать поведение 
дилатантных сред), и что ПСЧ не только может возрастать или убывать с ростом 
скорости деформации, но может иметь максимум, и может принимать значения, 
сколь угодно близкие к единице (верхней границе для псевдопластических сред). 
Точнее, доказано, что если ( )0R + < ∞  (т.е. модель регулярна) и ( ) 0R ∞ ≠ ,  

то ПСЧ ( )m x  стремится к нулю на концах интервала ( )0;+∞  и имеет хотя  
бы один локальный максимум, а для степенных ФР ПСЧ постоянен и совпадает  
с показателем ФР. 

Тем самым обнаружена (неожиданная) способность линейного ОС 
вязкоупругости (3) качественно описывать сигмоидальность зависимости 
напряжения от скорости деформации в логарифмических осях (рис.1) и очень 
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высокую скоростную чувствительность, характерные для режима 
сверхпластического деформирования. И потому линейные интегральные 
операторы вида (3), в принципе, можно использовать как инструмент  
при построении ОС сверхпластичности, связывающих истории тензоров 
напряжений и деформаций (конечных, больших), температуры и эволюции 
параметров структуры материала. 
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