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АННОТАЦИЯ 
 

Статья содержит обзор публикаций, посвященных анализу устойчивости 
модельных объектов, стержней, пластин и оболочек из сплавов с памятью формы (СПФ), 
нагружаемых в режимах мартенситной неупругости или сверхупругости. Особое 
внимание уделяется явлению потери устойчивости, вызванной мартенситными фазовыми 
и (или) структурными превращениями в этих материалах. Получены экспериментальные 
данные, свидетельствующие о том, что критические нагрузки потери устойчивости 
такого типа могут быть многократно ниже Эйлеровых критических нагрузок упругой 
потери устойчивости, соответствующих минимальным (мартенситным) значениям 
упругих модулей. Обсуждаются различные концепции (фиксированного  
или варьируемого фазового состава, фиксируемой или варьируемой нагрузки, 
фиксированной или варьируемой температуры, адиабатического или изотермического 
выпучивания) в рамках которых эти эффекты могут быть описаны. Сформулированы 
несвязанная, однократно связанная и дважды связанная постановка соответствующих 
задач устойчивости. Получены аналитические решения краевых задач о потере 
устойчивости, вызванной фазовыми и (или) структурными превращениями для стойки 
Шенли на стержнях из СПФ, работающего на растяжение - сжатие и изгиб стержня, 
пластин и цилиндрических оболочек из СПФ. Показано, что наименьшие значения 
критических параметров получаются при решении задач в однократно связанной 
постановке в рамках концепции варьируемой нагрузки и предположения  
об изотермическом характере выпучивания (концепция фиксированной температуры). 
Установлено, что для потери устойчивости пластин из СПФ, вызванной прямым фазовым 
превращением под действием двухстороннего двухпараметрического сжатия  
не справедливо положение о выпуклости области устойчивости на плоскости нагрузок. 
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ABSTRACT 
 

The article contains a review of publications devoted to the analysis of stability of model 
objects, rods, plates and shells made of shape memory alloys (SMA) loaded in the modes  
of martensitic inelasticity or superelasticity. Particular attention is paid to the phenomenon  
of buckling caused by martensitic phase and (or) structural transformations in these materials. 
Experimental data are presented to show that the critical buckling loads of this type can be many 
times lower than the Euler critical loads of elastic buckling corresponding to the minimum 
(martensitic) values of elastic modules. Various concepts are discussed (fixed or variable phase 
composition, fixed or variable load, fixed or variable temperature, adiabatic or isothermal 
buckling) within which these effects can be described. Formulated uncoupled, once coupled and 
double-coupled formulation of appropriate stability problems. Analytical solutions of boundary 
value problems of buckling caused by phase and (or) structural transformations for Schenley 
column on SMA rods, operating on tension - compression and bending of SMA rod, plates and 
cylindrical shells are obtained. It is shown that the lowest values of the critical parameters are 
obtained in solving problems in a once-coupled formulation within the framework of the 
concept of variable load and the assumption of the isothermal nature of buckling (the concept of 
a fixed temperature). It is established that for the loss of stability of plates from SMA caused by 
direct phase transformation under the action of bilateral two-parameter compression, the 
proposition of the convexity of the stability region on the plane of loads is not valid. 
 
Keywords: shape memory alloys; buckling; review; experiment; uncoupled, once coupled 
double-coupled formulation; boundary value problems; Schenley column; rods; plates; shells 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Экспериментально установлено, что прямые и обратные мартенситные 
фазовые превращения [1], а также структурные переходы [2], происходящие под 
действием сжимающих напряжений в элементах из сплавов с памятью формы, 
могут вызывать потерю устойчивости длинномерных и тонкостенных элементов 
из этих материалов. Установлено, что критические нагрузки для потери 
устойчивости такого типа могут быть в разы ниже, чем значения аналогичных 
величин для Эйлеровой упругой потери устойчивости, вычисленных  
в предположении о минимальных (мартенситных) значениях упругих модулей 
этих материалов. 

В работе изложены экспериментальные данные по потере устойчивости 
образцов из никелида титана, вызванной прямыми или обратными фазовыми  
и структурными превращениями. Обсуждаются концепции «Фиксированного 
фазового состава» и «Дополнительного фазового перехода», «Фиксированного 
структурного состояния» и «Дополнительного структурного перехода», 
«Фиксированной нагрузки» и «Варьируемой нагрузки», «Фиксированной 
температуры» и «Варьируемой температуры. Сама постановка задачи 
устойчивости для СПФ может быть несвязанной (не учитывающей влияние 
действующих напряжений и деформаций на процессы фазовых переходов), 
однократно связанной (учитывающей влияние напряжений и деформаций  
на процесс фазового перехода, но не учитывающей обратное влияние фазовых  
и структурных превращений на температурный режим) и дважды связанной 
(учитывающей оба перечисленных фактора). В некоторых задачах возникает 
проблема учета влияния разносопротивляемости СПФ на результат анализа 
потери устойчивости. 

В рамках различных концепций и постановок получены аналитические 
решения задач устойчивости для стойки Шенли на работающих на растяжение  
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и сжатие стержнях из СПФ и для работающих на изгиб стержней из СПФ. Кратко 
описаны некоторые результаты анализа устойчивости для пластин  
и цилиндрических оболочек из СПФ. 
 
 

1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ ПО ПОТЕРЕ УСТОЙЧИВОСТИ 
СТЕРЖНЕЙ ИЗ СПФ, ВЫЗВАННОЙ ФАЗОВЫМИ И СТРУКТУРНЫМИ 

ПРЕВРАЩЕНИЯМИ 
 

Были проведены испытания по потере устойчивости стержней из никелида 
титана прямоугольного поперечного сечения, материал которых претерпевал 
прямые или обратные термоупругие мартенситные фазовые превращения под 
действием фиксированной по величине и направлению сжимающей нагрузки [1]. 
Установлено, что при определенных величинах нагрузки, больших некоторого 
критического значения, образцы не теряли устойчивость при их изотермическом 
нагружении ни в высоко температурном высокомодульном аустенитном,  
ни в низко температурном, низкомодульном мартенситном фазовом состоянии, 
однако теряют устойчивость под действием той же нагрузки, как при охлаждении 
и прямом превращении из аустенитного состояния в мартенситное, так и при 
нагреве и обратном превращении. При этом, как при прямом, так и при обратном 
превращениях потеря устойчивости происходила не в мартенситном фазовом 
состоянии, при котором модуль Юнга СПФ, а значит и Эйлерова критическая 
сила упругой потери устойчивости имеют минимальные значения, а в некоторой 
промежуточной точке фазового перехода, близкой к его середине. Само значение 
критической нагрузки для достаточно коротких стержней могло быть в 3-4 раза 
меньше, чем упомянутая выше Эйлерова критическая сила упругой потери 
устойчивости, определенная для минимального значения модуля Юнга СПФ. 

Аналогичные экспериментальные результаты получены для стержней  
из никелида титана круглого поперечного сечения, нагруженных в мягком 
режиме, изотермических условиях и мартенситном фазовом состоянии монотонно 
возрастающей сжимающей нагрузкой [2]. В данном случае нагружение в режиме 
мартенситной неупругости вызывало структурный переход (раздвойникование  
и переориентацию мартенсита). Полученные экспериментально критические 
значения нагрузок получились в 3-4 раза ниже, чем найденные для упругой 
потери устойчивости при минимальных значениях модуля Юнга. 

Такие же результаты получены при экспериментальном исследовании 
цилиндрических образцов с круглым поперечным сечением, которые теряли 
устойчивость при охлаждении и соответствующем прямом превращении  
под действием постоянной сжимающей нагрузки.  
 
 

2. РАЗЛИЧНЫЕ КОНЦЕПЦИИ И ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧ О ПОТЕРЕ 
УСТОЙЧИВОСТИ, ВЫЗВАННОЙ ФАЗОВЫМИ И СТРУКТУРНЫМИ 

ПРЕВРАЩЕНИЯМИ В СПФ 
 

Считается, что тривиальный процесс, устойчивость которого анализируется, 
происходит значительно медленнее, чем связанный с потерей устойчивости 
переход в смежную форму квазистатического равновесия. Выпучивание 
происходит достаточно быстро, чтобы можно было пренебречь теплообменом  
с окружающей средой и считать этот процесс адиабатическим, однако  
не настолько быстрым, чтобы нельзя было пренебречь динамическими 
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(инерционными) эффектами. Задачи устойчивости рассматриваются  
в линеаризованной квазистатической постановке. В качестве параметра, 
критическое значение которого определяется, удобнее рассматривать не нагрузку 
при заданной геометрии тела, а характерный линейный размер (длину для 
стержня) при заданном значении нагрузки. 

Рассмотрение проводилось в рамках различных вариантов модели 
нелинейного деформирования СПФ при фазовых и структурных превращениях  
[3-6]. В случае использования модели, не учитывающей влияние напряжений  
и деформаций на процесс фазового перехода, а также обратного влияния процесса 
деформирования на температурный режим, получается несвязанная постановка 
задачи устойчивости. В рамках этой постановки при быстром переходе  
в смежную форму квазистатического равновесия дополнительного фазового 
перехода не происходит, т.е. речь идет о концепции фиксированного фазового 
состава. С учетом обнаруженных экспериментально различий в диаграммах 
деформирования при фазовых и структурных превращениях [5,7] 
дополнительного структурного превращения при выпучивании в процессе 
прямого превращения также произойти не может (концепция фиксированного 
структурного состояния). Установлено, что в рамках таких предположений 
получаются результаты, совпадающие с данными упругих решений задач 
устойчивости с мартенситными значениями модулей, т.е. эффект потери 
устойчивости, вызванной фазовыми и структурными превращениями  
не описывается. 

В случае однократно связанной постановки используется модель поведения 
СПФ, учитывающая влияние напряжений и деформаций на процесс фазового 
перехода. При переходе в смежную форму квазистатического равновесия 
происходит изменение напряженного состояния, вызывающего дополнительный 
фазовый переход (концепция дополнительного фазового перехода). Если анализ 
проводится в рамках концепции фиксированной нагрузки (возмущения внешней 
нагрузки не учитываются), то сечение делится на две части, в одной из которых 
происходит догрузка, а в другой – разгрузка. Граница между этими частями 
заранее не известна и определяется в процессе решения с учетом 
дополнительного условия равенства нулю вариации нагрузки. Если решается 
задача о потере устойчивости, вызванной прямым фазовым превращением,  
то в зоне догрузки происходит дополнительный фазовый переход, а в зоне 
разгрузки наблюдается упругое поведение. Дополнительного структурного 
превращения в зоне догрузки не будет из-за различий диаграмм прямого 
превращения и мартенситной неупругости. В задачах о потере устойчивости, 
вызванной обратным фазовым превращением, в зоне разгрузки происходит 
дополнительное обратное фазовое превращение. Ситуация в зоне догрузки 
зависит от процесса предварительного перевода СПФ в деформированное 
мартенситное фазовое состояние и последующего нагружения заданной 
сжимающей нагрузкой. Если точка, описывающая напряженное состояние после 
этого предварительного процесса, находится на поверхности нагружения для 
структурного превращения, то в зоне догрузки будет происходить 
дополнительное структурное превращение, в противоположном случае – упругое 
деформирование. 

Для случая учета малых возмущений нагрузки (концепция варьируемой 
нагрузки) установлено, что критические значения параметров зависят  
от величины и направления возмущений нагрузки, поскольку при малых 



Механика композиционных материалов и конструкций    том 25, №3, 2019 г. 
 

385 

возмущениях внешних нагрузок положение границы между зоной догрузки  
и зоной разгрузки изменяется на конечную величину. Таким образом, для СПФ 
теряется важное свойство задач упругой устойчивости – независимость 
результата от параметров малых возмущений. Для ликвидации этого недостатка 
предлагается считать критическим значением характерного линейного размера  
в рамках концепции варьируемой нагрузки нижнюю грань множества значений 
этого размера, соответствующих множеству всех различных малых возмущений 
при условии, что характерные значения возмущений нагрузки и геометрии тела 
являются бесконечно – малыми одного порядка. Установлено, что в случае 
стержня из СПФ критическое значение характерной длины является линейной 
функцией отношения возмущения нагрузки и характерного параметра 
возмущения геометрии. Показано, что искомая нижняя грань существует  
и достигается в случае, когда все сечение находится либо в зоне догрузки, либо  
в зоне разгрузки. Это положение существенно облегчает процесс поиска 
критической длины. Из самого определения понятия критической длины следует, 
что при прочих равных условиях, критическая длина, найденная в рамках 
концепции варьируемой нагрузки меньше или равна той же величине, найденной 
в рамках концепции фиксированной нагрузки. 

В случае дважды связанной постановки [8], решение задач устойчивости 
проводится в рамках модели поведения СПФ, учитывающей, как влияние 
напряжений и деформаций на процесс фазового перехода, так и обратное влияние 
фазового перехода на температурный режим материала. При этом должно 
учитываться, как выделение латентного тепла фазового перехода при прямом или 
поглощение латентного тепла при обратном фазовом превращении, так  
и диссипативные явления. В общем случае такая дважды связанная постановка 
задачи устойчивости не может быть реализована в рамках концепции 
фиксированной температуры. Однако вариация температуры не является 
независимой. Она определяется исходя из уравнения энергетического баланса 
СПФ [9], полученного как следствие первого и второго законов термодинамики. 
Для вычисления вариации температуры предлагается приближенный подход, 
сводящийся к заданию той доли [ ]0,1λ∈  выделившегося (или поглощенного) 
латентного тепла фазового перехода и диссипативного тепла, которая в процессе 
выпучивания успевает рассеяться в окружающую среду или поглотиться  
из окружающей среды. В частном случае λ =1 речь идет об изотермическом,  
а при λ = 0  – об адиабатическом выпучивании. Показано, что с ростом λ  
значения критических нагрузок уменьшаются. 

При решении задач устойчивости элементов из СПФ учитывается 
существенное влияние на процессы деформирования этих материалов параметров 
вида напряженно – деформированного состояния. Так, для описания деформаций 
структурного перехода используется аналог теории пластического течения для 
СПФ [6], модифицированный в [10] для учета влияния «разносопротивляемости» 
СПФ. В случае одномерных задач, используются диаграммы прямого 
превращения и мартенситной неупругости, полученные экспериментально [11] 
для одноосного сжатия. С учетом «разносопротивляемости» СПФ исследовано 
влияние знака начальной деформации на критические нагрузки потери 
устойчивости, вызванной обратным превращением из мартенситного 
деформированного состояния. Установлено, что в случае растягивающих 
начальных деформаций критические нагрузки имеют большие значения, чем при 
сжимающих начальных деформациях той же интенсивности. 
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3. ОБЗОР РЕШЕННЫХ ЗАДАЧ 
 

В рамках сформулированных концепций и постановок получены 
аналитические решения задач о потере устойчивости стойки Шенли на стержнях 
из СПФ, работающих на растяжение – сжатие, в материале которых происходит 
прямое [8] или обратное [12] фазовое превращение под действием постоянной 
сжимающей нагрузки. Решена также задача устойчивости для стойки Шенли, 
находящейся в заневоленном состоянии, при обратном фазовом превращении  
в стержнях, которым предварительно была задана начальная фазово-структурная 
деформация [13]. Задачи о потере устойчивости при обратном превращении  
в стесненном состоянии для ленты и арки-полоски из никелида титана решены  
в [14,15]. 

В работах [16-24] приведены экспериментальные данные и результаты 
численного моделирования явления потери устойчивости в стержнях из СПФ при 
их активном изотермическом нагружении в режимах мартенситной неупругости 
или сверхупругости. 

Аналитически решены задачи о потере устойчивости работающего  
на растяжение – сжатие и изгиб шарнирно заделанного стержня прямоугольного 
поперечного сечения из СПФ, материал которого претерпевает прямое [25] или 
обратное [26] мартенситное превращение под действием постоянных сжимающих 
напряжений. Для последней задачи исследовано влияние на критические значения 
параметров истории задания стержню предварительной деформации и величины 
этой деформации. В [27] потеря устойчивости стержня из СПФ, вызванная 
прямым мартенситным превращением, исследовалась численно методом 
конечных элементов. 

Получено аналитическое решение задачи о потере устойчивости стержня  
из СПФ круглого поперечного сечения, вызванного прямым термоупругим 
мартенситным превращением под действием постоянной сжимающей нагрузки. 
Путем сравнения решения с экспериментальными данными установлено, что 
наилучшее соответствие получается в рамках концепции варьируемой нагрузки, 
причем для случая стержней небольшого диаметра к экспериментальным данным 
ближе решения, найденные в предположении об изотермическом характере 
выпучивания, а для стержней большого диаметра – решения, соответствующие 
адиабатическому характеру выпучивания. 

Решены задачи устойчивости для стержней из СПФ прямоугольного  
и круглого поперечного сечения, нагруженных в режиме мартенситной 
неупругости [2]. Полученные результаты неплохо соответствуют 
экспериментальным данным. Установлено существование характерной 
достаточно малой длины такого стержня, при переходе через значение которой 
критическая величина нагрузки скачком меняется на достаточно большую 
величину. Этот факт соответствует известным экспериментальным данным, 
согласно которым критическая нагрузка для достаточно коротких стержней  
из СПФ может быть аномально высокой [28,29]. 

В работах [30-33] экспериментально и теоретически исследовалась потеря 
устойчивости круглых, а в [34] кольцевой пластины из СПФ. В [35,36] получены 
аналитические решения задачи об устойчивости прямоугольной пластины  
из СПФ, материал которой испытывает прямое или обратное фазовые 
превращения при двухстороннем сжатии. Показано, что для этой задачи  
в противоречии с теоремой Папковича, область устойчивости на плоскости 
нагрузок может быть не выпуклой. 
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В работах [37-44] экспериментально и теоретически исследовались эффекты 
потери устойчивости для цилиндрических оболочек из СПФ. В [44] установлено, 
что в случае потери устойчивости, вызванной прямым мартенситным фазовым 
превращением, происходящим под действием осевой сжимающей силы, внешнего 
давления или крутящего момента, значения критических нагрузок могут быть 
многократно ниже, чем получающиеся при решении соответствующей упругой 
задачи для мартенситных значений упругих модулей. Устойчивость сферических 
оболочек из СПФ исследовалась в [45]. 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Экспериментально установлено, что термоупругие фазовые и структурные 
превращения могут вызвать потерю устойчивости в элементах из сплавов  
с памятью формы. Сформулированы различные концепции и постановки,  
в рамках которых этот эффект может быть качественно и количественно 
правильно описан. Показано, что дважды связанная постановка задачи 
устойчивости соответствует концепции варьируемой температуры. Установлено, 
что наименьшие значения критических длин получаются при анализе в рамках 
концепции варьируемой нагрузки при однократно связанной постановке задачи  
в рамках предположения об изотермическом характере выпучивания. Переход  
к дважды связанной постановке (в предположении об адиабатическом 
выпучивании) или (и) к концепции фиксированной нагрузки приводит  
к повышению критических значений. Наибольшие значения критических 
нагрузок получаются в рамках концепции фиксированного фазового состава  
и фиксированного структурного состояния. Эти решения соответствуют упругим 
при мартенситных значениях модуля Юнга и могут в разы превосходить 
значения, получаемые в экспериментах. Экспериментальные данные лучше всего 
соответствуют решениям, полученным в рамках концепции варьируемой нагрузки 
и предположения об изотермическом характере выпучивания для тонкостенных 
сечений или предположения об адиабатическом характере выпучивания для 
толстостенных сечений. 
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