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АННОТАЦИЯ 
 

Предложено решение дисперсионной задачи для градиентно-неоднородного 
упругого плоского слоя. Решение основано на расширенной теории пластин типа 
И.Н. Векуа – А.А. Амосова, обеспечивающей точное удовлетворение краевым условиям 
второго рода на лицевых поверхностях пластины в рамках двумерной модели любого 
порядка. Приведена вариационная формулировка задачи динамики неоднородной 
пластины, соответствующее теории N-го порядка, в переменных поля первого рода – 
коэффициентах разложения компонентов вектора перемещения по биортогональной 
системе базисных функций толщинной координаты. Двумерная модель пластины задана 
поверхностной плотностью функционала Лагранжа и неголономными уравнениями 
связей, следующими из силовых краевых условий на лицевых поверхностях пластины.  
На базе вариационной формулировки получены уравнения движения пластины, 
являющиеся обобщенными уравнениями Лагранжа второго рода двумерной 
континуальной системы. Спектральная задача для распространяющихся нормальных 
волн в плоском градиентно-неоднородном слое поставлена как стационарная задача для 
двух квадратичных форм с ограничениями, решаемая методом Голуба. Вычислены 
частоты запирания волн и формы нормальных мод в несимметричном слое со степенным 
распределением объемной доли структурных составляющих двухкомпонентного 
материала, а также распределения компонентов тензора напряжения, соответствующие 
формам нормальных волн. Проведен анализ сходимости приближенного решения  
по величинам частот запирания нормальных волн при различных показателях степенного 
закона распределения структурного состава. Показано, что при преобладании 
структурной составляющей с большим модулем упругости минимально необходимые 
порядки соответствуют однородному слою; формы нормальных мод достаточно близки  
к формам однородного слоя. При преобладании структурной составляющей с меньшим 
модулем упругости и образовании области локального повышения жесткости 
минимально необходимые порядки теории превышают таковые для однородного слоя  
на единицу для некоторых мод, различие форм распространяющихся мод существенно, 
особенно для высших фазовых частот. Распределения напряжений по толщине 
существенно несимметричны для высших частот. 
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ABSTRACT 
 

A solution of the wave dispersion problem for a functionally graded plane layer is based 
on the extended plate theory of I.N. Vekua – A.A. Amosov type satisfying the boundary 
conditions on the faces exactly within an arbitrary approximation order. A variational problem’s 
statement corresponding to the heterogeneous plate theory of Nth order is is given by a set of 
field variables of the first kind being the displacement expansion factors with respect to 
biorthogonal function system, the surface Lagrangian density, and the non-holonomic 
constraints following from the boundary conditions on the faces. The generalized Lagrange 
equations of the second kind for a 2D continuum are obtained. The spectral problem for normal 
waves in the functionally graded layer is formulated as a constrained stationary problem for two 
quadratic forms and solved by the Golub approach. The phase locking frequencies and wave 
forms for the asymmetric layer with power gradation law are computed, as well as the 
corresponding stress distributions across the thickness. The convergence of approximate locking 
frequencies is analyzed for different gradation laws. The minimum order of theory required to 
secure the convergence correspond to the homogeneous layer if the stiffer phase prevails; the 
waveforms are close to the ones in the homogeneous layer. The softer phase prevailing leads to 
minimum orders exceeding the ones of the homogeneous layer for some modes; the wave forms 
for higher frequencies differ significantly from the ones of homogeneous layer. The stress 
distributions across the thickness are significantly asymmetric, especially for higher frequencies. 
 
Keywords: functionally graded heterogeneous plates; normal waves; dispersion problems; 
extended plate theory; boundary conditions; extended Lagrange equations; constraint equations; 
spectra 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Типичный функционально-градиентный материал – композиция двух 
структурных составляющих с распределением объемных долей, заданным 
гладкими функциями пространственных координат (степенными или 
экспоненциальными) [1]. Решения задач о дисперсии нормальных волн 
необходимы для восстановления физических констант материалов  
по экспериментальным данным [2,3]. Для неоднородных волноводов, помимо 
матричных методов [4,5], развиваются методы конечно-элементной 
дискретизации волновода по толщине [2,3,6] в сочетании с аналитическим 
представлением решения в направлении распространения волны. Снижение 
эффекта Рунге, проявляющегося на однородных сетках, достигается применением 
спектральных элементов [7] на базе полиномов Чебышева; удовлетворительная 
точность описания волн Лэмба в градиентно-неоднородной пластине достигается 
на основе введения одного элемента пятого порядка по толщине пластины. 

Аналитические приближенные решения строятся, как правило, в рядах  
[8-11]. В работе [8] амплитуды тангенциальных и трансверсальных компонентов 
вектора перемещения представляются отрезком степенного ряда; решение [8] 
используется в качестве эталона для анализа точности конечно-элементных 
решений [6,7]. Разложение в степенной ряд применено также в [11]. В работах 
[10,12] компоненты вектора перемещения в секторном цилиндрическом 
волноводе разлагаются в равномерно и по норме сходящиеся ряды по кольцевой 
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[10] или радиальной координате [12]. Асимптотический подход применяется,  
в частности, для построения длинноволновых приближений [13]. 

Универсальным подходом к решению дисперсионных задач для 
неоднородных волноводов является разложение Фурье по ортогональной системе 
– полиномам Лежандра для слоистых пластин [14], цилиндрических радиально-
градиентных волноводов [15]. Для систем с существенным различием физических 
констант слоев метод был усовершенствован в работе [16] и применен  
к описанию волн Лэмба в вязкоупругом анизотропном композите [17]. В [18] 
предложена гамильтонова формулировка метода [14] для анизотропных пластин  
и построено точное решение для пластины с триклинной симметрией. 

Методы решения частного класса задач о дисперсии волн в неоднородных 
волноводах [8-18] могут быть отнесены к той же группе, что и методы построения 
теорий высшего порядка тонких тел. Так, асимптотический подход [19,20] 
обеспечивает, в частности, описание локальных резонансных явлений [20,21], 
кромочных волн [22], и применим в случае слоистых [23] и наследственно-
упругих пластин [24]. С другой стороны, метод прямой редукции, основанный на 
разложении неизвестных по ортогональной системе функций [25-27], 
обеспечивает, в отличие от асимптотического подхода, построение иерархии 
моделей оболочек различного порядка, приближающих решение трехмерной 
задачи механики твердого тела в различных нормах [28]. Метод [25], развиваемый 
в последние 15 лет в ряде работ [29-35], допускает эффективное приложение  
к решению различных задач динамики оболочек [36], в том числе обратных 
коэффициентных [37-39]. Альтернативный подход, близкий к [6,7], в теории 
оболочек представлен методом промежуточных поверхностей [40]; в работах [41], 
[42] метод применен к задачам о градиентных тонких телах. 

Определенный интерес представляет разработка единого подхода  
к решению задач о дисперсии волн в тонкостенных волноводах на основе 
уравнений общей теории оболочек произвольного порядка, в традиционном 
представлении (полиномы Лежандра [14-16,25,27,29,34,37]) и конечно-
элементной дискретизации [6,7]. Переход к биортогональным базисам [43,44] 
приводит к инвариантной относительно базисной системы формулировке теории, 
позволяет строить как традиционные модели оболочек класса [25], так и модели  
с конечно-элементной дискретизацией по толщине оболочки в рамках единого 
подхода. Анализ сходимости решений дисперсионных задач для плоских 
волноводов на основе теории [44] на частотах запирания проведен в работах [45-
47], а для некоторых ненулевых значений волнового числа, допускающих 
известные точные решения [48] – в [49] и [50], при использовании в качестве 
базиса полиномов Лежандра, а в [51] – при конечно-элементной дискретизации.  
В работе [52] изучена сходимость решения задачи для второй продольной моды  
в слое в диапазоне отрицательных значений групповой скорости волны. 

Одной из основных проблем при построении иерархии теорий оболочек  
на базе метода пространственной редукции является удовлетворение краевым 
условиям трехмерной задачи, переносимых с лицевых поверхностей на базовую 
поверхность оболочки [25,53-55]. Аналогичная проблема возникает при 
обеспечении условий отражения на поверхностях при решении дисперсионных 
задач методом ортогональных разложений [16]. Вариационная формулировка 
трехмерной теории оболочек, интерпретирующая тонкое тело как двумерную 
Лагранжеву систему, заданную на двумерном многообразии системой 
переменных поля и плотностью порождающей функции [44], приводит  
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к рассмотрению краевых условий, перенесенных на базисную поверхность,  
в качестве уравнений связей [56]. Решения дисперсионных задач на базе 
расширенной теории оболочек [56] получены в работах [57,58] для однородного 
упругого слоя и показана сходимость приближений к точному решению [48]  
по мере повышения порядка. 

Ниже рассмотрено решение дисперсионной задачи для упругого 
градиентно-неоднородного слоя на базе расширенной теории пластин N-го 
порядка [56] и проведен анализ сходимости решений на частотах запирания, 
получены распределения напряжений, соответствующие собственным функциям. 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
1.1. Постановка дисперсионной задачи для градиентного слоя. 

 

Пусть ( ) [ ]{ }3 3, , ,: x h hV xα∈ −∞ +∞ ∈ − ⊂⊃  , BV S S S+ −∂ = ⊕ ⊕ , 3:S x h± = ± , 

[ , ]B h hS − +×= Γ  – плоский идеально упругий неоднородный изотропный слой  
на основе двух структурных составляющих, далее обозначенных «1» и «2». 
Свойства композиции предполагаются непрерывно зависящими от координаты 3x  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) [ ] ( )

3 3 3 3
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1 1
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1 , , 1 , 1 .
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 + ∆ ρ = + ρ ρ ∆ρ 
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= −

 

∆ ρ
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 (1.1) 

В направлении оси 1Ox  декартовой системы координат 1 2 3Ox x x  в слое 
распространяется нормальная волна амплитудой U , с фазовой частотой ω   
и волновым числом κ , задаваемая соотношением (1.2) [48] 

( )1exp , 1i x t i = κ −ω = − u U .       (1.2) 

Целью работы является вычисление спектра ( )ω = ω κ  и форм нормальных 
мод в слое на базе расширенной теории N-го порядка [56,58] и анализ сходимости 
решений при различном законе изменения параметра структурного состава ( )3q x . 
 

1.2. Вариационная формулировка расширенной теории пластин N порядка. 
 

В соответствии с [56], плоский слой (пластина) – Лагранжева континуальная 
система, заданная над множеством ( ) { }( )2

0 0S +⊇ × ∪   конфигурационным 

многообразием NΩ  с переменными поля 1 рода ( ) ( ),k M tu , 0M S∈ , { }0t +∈ ∪ , 

любая актуальная конфигурация определяется вектором перемещения ( )( )k=u u u , 

касательное расслоение uT Ω  задается линейной оболочкой ковариантного базиса 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] 3p , , , , 1,1k
k M t M t x hζ = ∂ ζ ∂ − ζ =u u   – безразмерная нормальная 

координата. Пусть 0S  – базисная плоскость пластины, 0 0S VS=∂ ≡ Γ ∩∂ , тогда 
( ) ( )

( ) ( )21 ,

,
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2Dξ
αξ ∈ ⊆   – координаты на 0S , α

α∂ ≡ ∂ ∂ξ  [43,44]. Введем систему базисных 

функций ( ) ( ) ( ) ( )p , p k
k ζ ζ , биортогональную относительно скалярного 

произведения 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )1

1

1
.p ,p p p , p ,p :m m

k k
m

m mk k kd G
−

≡ ζ ζ ζ = δ =∫  

Поле вектора перемещения определяется следующим образом [44,56] 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
3

, p ,

, , , ,
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k
k

k k k

t M tM V V M

M t u t uα
α

∀ ′ = ζ

= ξ

′

ξ + ξ

∈

ξ ζ

∪∂ u

u r

u

n
     (1.3) 

при условии интегрируемости ( )1 2, , ,u tα ξ ξ ζ  и ( )1 2
3 , , ,u tξ ξ ζ  с квадратом  

на отрезке [ ]1,1− ζ . Коэффициенты биортогонального разложения компонентов 
вектора перемещения 3,u uα  (1.3) задают переменные поля первого рода 
[43,44,56] 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 3
3 31 1 1 1

, p , , p ; , p , , pk k k k
k k k ku u u u u u u uα α

α α= = = =  (1.4) 

В случае линейной системы редукция трехмерной модели заключается  
в проекции конфигурационного  пространства ( ){ }kΩ = u  на подпространство NΩ , 

0,1k N= …  и формулировке поверхностной и контурной плотностей лагранжиана 
как функций переменных поля ( )ku  и их производных ( )ku , ( )k∇⊗u  [44,51] 
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Здесь используются следующие обозначения линейных операторов [44] 
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где ijklC  – контравариантные компоненты тензора упругих констант среды C , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
, p , p .,

B

i i
B k kM S

i i
k k qF F q

∈
= ρ =  

Силовые краевые условия, перенесенные с лицевых поверхностей 1ζ = ±   
на базисную поверхность пластины 0S  , являются уравнениями связей [56,57] 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )3 3 3 1 0,pk k mi j i j m i

j jkm km mC u C D u qδ
δ ±∇ + ± ± =



     (1.6) 

Таким образом, модель пластины N-го порядка есть двумерная Лагранжева 
система, заданная переменными поля первого рода ( ) ( )

3,k ku uα  (1.4), поверхностной 
и контурной плотностями лагранжиана (1.5) и неголономными связями (1.6). 
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1.3. Уравнения движения для функционально-градиентной пластины. 
 

Для изотропного однонаправленно градиентного материала (1.1) физические 
константы модели пластины N-го порядка задаются в соответствии с [44,51] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3333

3 3 33

; 2 ;

; ;
km km km km km km

km km km km
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= = + ∆ = ζ 

 (1.7) 

Пусть далее ( )0, 0i i
kq F± = = . Рассмотрим плоскую деформацию слоя  

(в плоскости 1 3Ox x ) и введем безразмерные переменные аналогично [45,47,51] 
( ) ( )1 1 1

1 2 2 1 1; ; , / .k kx h tc h u u h c− − −
α αξ = τ = = = µ ρ     (1.8) 

Уравнения движения пластины являются уравнениями Лагранжа II рода 
системы (1.4), (1.5) [44]; при учете (1.7), (1.8) уравнения движения имеют вид [51] 
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22

2 1 1 1 1 1 ., 2 / , mn mnmnc Gc c R Qβ ρ ρ ∆ρ= = λ + µ = +   
Уравнения связей (1.6) с учетом (1.7) приводятся к следующей форме 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 3

1 3

p 1 0,

p 1 .

2

0

n
k

m k
m

n m n m
kn m

m

m k

m
kn D u

V D u

V V

u

u− −
ξ

  ± = 
 + δ ± =

β



∂



− +β 







           (1.10) 

 
1.4. Формулировка спектральной задачи для слоя на базе расширенной 

теории пластин N-го порядка. 
 

В соответствии с (1.2) переменные поля записываются следующим образом 
( ) ( ) ( )exp ,k k i= κξ −ωτ  u U                (1.11) 

где 2/h cω = ω  – безразмерная фазовая частота (знак «тильда» ниже опущен), 

khκ =  – безразмерное число, ( )kU  – вектор амплитуд. Подстановка (1.11) в (1.9) 
приводит к формулировке спектральной задачи, аналогичной [45,47,50,51] 

2 0;−ω =A Ρ                  (1.12) 
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В отличие от [45,47,50,51], ниже, как и в [58], учтены связи, 
соответствующие краевым условиям на поверхностях 1ζ = ± . При подстановке 
(1.11) в уравнения (1.10) связи приводятся к однородному матричному уравнению 

( )T0, ,+ −⋅ = =B U B B B                (1.14) 
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В соответствии с подходом [58] далее решается задача о стационарных 
значениях для квадратичных форм A  и P  (1.13) с ограничениями в форме (1.14) 

0, 0.Τ ⋅ ⋅ ⋅ =⋅ = ⋅U A U U P U B U               (1.15) 
Следуя методу [59], введем QZ-разложение матрицы связей (1.14) [58] 

( )2 2 4

,
N ×

Τ

+

Τ  
⋅ ⋅ =  

 

S 0
Q B Z

0 0
 

и определим линейные операторы, учитывающие связи, следующим образом [59] 
T, ,C C

Τ= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅A A Q Q PQ QP  
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11 1211 12
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C
N × +× + ++

   
= =   

  

P PA A
A P

P PA A
 

Фазовые частоты ( )ω κ  следуют из решения стационарной задачи для пары 

форм 22A  и 22P   без ограничений (1.14), сводящейся к спектральной задаче (1.16) 

( )2 T
2222 0, .ω ⋅ = =− ⋅P U U Q UA               (1.16) 

Формы нормальных мод, соответствующие частоте kω , определяются (1.17) 
( ) [ ]

T( )
1 30 0 0 0 , 1,2 2 .k m k mk U U k N ⋅ ∈ − ∩ =U Q           (1.17) 

 
 

2. ДИСПЕРСИЯ НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН В ГРАДИЕНТНОМ СЛОЕ 
 

2.1. Физические постоянные функционально-градиентного материала. 
 

Рассматривается градиентный в трансверсальном направлении материал 
(1.1) со степенным распределением объемной доли составляющей «1» (рис.1) 

( ) ( )2 1 ppq −ζ = + ζ          (2.1) 
Для типового материала [60] на базе двух структурных составляющих 

примем следующие безразмерные параметры: 0,184E ≈ , 0,711ρ ≈ , 0,525β ≈ . 
Сходимость величин частот запирания ( )0ω κ =  по мере увеличения 

порядка теории N  к точному решению [48] для изотропного показана в работах 
[45,47]. 

Зависимость частот запирания нормальных волн от порядка теории для 
градиентного слоя при 5p =  показана в Таблице 1, для 1/ 5p =  – в Таблице 2. 
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Рис.1. Степенная зависимость объемной доли структурной составляющей «1»  

от безразмерной нормальной координаты ζ  (3.1). 
Таблица 1. 

Сходимость решения спектральной задачи при 0, 5pκ = = . 

   n 
N 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

3 0,570 1.087 – – – – – – – – – 
4 0,544 1,038 1,287 2,451 – – – – – – – 
5 0,542 1,032 1,172 2,083 2,234 3,970 – – – – – 
6 0,541 1,031 1,166 1,802 2,222 3,003 3,434 5,722 – – – 
7 0,541 1,031 1,158 1,798 2,206 2,459 3,427 4,062 4,686 7,742 – 
8 0,541 1,031 1,157 1,761 2,206 2,467 3,162 3,355 4,702 5,267 6,026 
9 0,541 1,031 1,157 1,761 2,205 2,363 3,193 3,355 3,926 4,502 6,080 
10 0,541 1,031 1,157 1,758 2,205 2,364 2,978 3,350 3,979 4,506 4,762 
11 0,541 1,031 1,157 1,758 2,205 2,355 2,977 3,350 3,615 4,487 4,836 
12 0,541 1,031 1,157 1,758 2,205 2,355 2,952 3,350 3,606 4,293 4,487 
13 0,541 1,031 1,157 1,758 2,205 2,354 2,951 3,350 3,556 4,255 4,486 
14 0,541 1,031 1,157 1,758 2,205 2,354 2,949 3,350 3,548 4,174 4,486 
15 0,541 1,031 1,157 1,758 2,205 2,354 2,949 3,350 3,544 4,149 4,486 
20 0,541 1,031 1,157 1,758 2,205 2,354 2,949 3,350 3,542 4,135 4,486 

 
Таблица 2. 

Сходимость решения спектральной задачи при 0, 1/ 5pκ = = . 

   n 
N 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

3 0,969 1,847 – – – – – – – – – 
4 0,968 1,845 1,930 3,679 – – – – – – – 
5 0,968 1,844 1,923 2,926 3,665 5,576 – – – – – 
6 0,968 1,844 1,915 2,906 3,649 3,982 5,537 7,589 – – – 
7 0,968 1,844 1,915 2,863 3,649 3,935 5,123 5,455 7,498 9,763 – 
8 0,968 1,844 1,915 2,862 3,649 3,815 5,028 5,454 6,369 7,271 9,582 
9 0,968 1,844 1,915 2,861 3,649 3,811 4,780 5,453 6,200 7,263 7,735 
10 0,968 1,844 1,915 2,861 3,649 3,808 4,768 5,453 5,768 7,257 7,459 
11 0,968 1,844 1,915 2,861 3,649 3,808 4,756 5,453 5,737 6,790 7,257 
12 0,968 1,844 1,915 2,861 3,649 3,808 4,755 5,453 5,705 6,728 7,257 
13 0,968 1,844 1,915 2,861 3,649 3,808 4,755 5,453 5,702 6,661 7,257 
14 0,968 1,844 1,915 2,861 3,649 3,808 4,755 5,453 5,701 6,652 7,257 
15 0,968 1,844 1,915 2,861 3,649 3,808 4,755 5,453 5,701 6,649 7,257 
20 0,968 1,844 1,915 2,861 3,649 3,808 4,755 5,453 5,701 6,648 7,257 
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Пусть допустимая погрешность приближения фазовой частоты ограничена 
( )20 20

0,05;N N N N= =
∆ = ω −ω ω   

Порядки теории, необходимые для вычисления низших частот запирания 
нормальных волн в соответствии с данной оценкой, приведены в Таблице 3.  
В третьей графе Таблицы 3 приведены оценки минимальных порядков теории, 
обеспечивающих сходимость решения к точному [48] для однородного слоя [46]. 
 

Таблица 3. 
Порядок теории пластин, необходимый для оценки частоты запирания. 

Номер моды, n  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
Порядок 
теории, 
N  

5p =   4 4 5 6 5 8 10 8 11 12 12 
1 / 5p =  3 3 4 5 5 7 9 7 10 11 10 
0p =   3 3 4 5 5 8 9 8 11 11 11 

 
Формы распространяющихся нормальных мод на частотах запирания  

при 0, 5, 1/5p p p= = = , полученные на основе теории 20 порядка, приведены  
на рис.2. 

Распределения по толщине слоя соответствующих K -й моде безразмерных 
компонентов тензора напряжения ( ) ( ) [ ]( )1x 1,maij ij ζ ζ∈ −σ ζ σ , заданные 
соотношениями (2.2), приведены на рис.3. Расширенная теория N-го порядка, 
включающая уравнения связей (1.6), обеспечивает точное удовлетворение 
краевым условиям на лицевых поверхностях градиентно-неоднородного слоя 
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Рис.2. Формы распространяющихся нормальных волн в слое при 0κ = : 

однородный материал ( )0p =  – сплошная линия, градиентный материал: 
5p =  – пунктирная линия, 1/ 5p =  – штриховая линия. 

 

 
Рис.3. Напряжения в слое, соответствующие модам 4, 7, 10 ( )11 33,σ σ  и 3, 5, 6 

( )13σ  на частотах запирания ( )0κ = : однородный материал ( )0p =  – 
сплошная линия, градиентный материал: 5p =  – пунктир, 1/ 5p =  – 
штриховая линия. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

На основе расширенной теории пластин N-го порядка, являющейся частным 
случаем расширенной теории оболочек [56] и обеспечивающей точное 
удовлетворение краевым условиям на лицевых поверхностях, построено решение 
дисперсионной задачи для упругого неоднородного функционально-градиентного 
слоя со степенной зависимостью физических постоянных по толщине. Оценки 
сходимости последовательностей частот запирания, образующихся по мере роста 
порядка теории, позволяют заключить, что в случае показателя степени 

1/ 5 1p = <  (при преобладании структурной составляющей с большим модулем 
упругости, рис.1) минимально необходимые порядки соответствуют однородному 
слою, для которого известно точно решение задачи Рэлея-Лэмба [48]. В случае 
показателя 5 1p = >  (при преобладании структурной составляющей с меньшим 
модулем упругости и образовании области локального повышения жесткости, 
рис.1), минимально необходимые порядки теории превышают таковые  
для однородного слоя на единицу для 5, 6, 8, 9, 12 мод. Формы нормальных мод  
в случае 1/ 5P =  достаточно близки к формам однородного слоя, в случае 5p =  
различие существенно, особенно для высших фазовых частот. Распределения 
напряжений по толщине слоя для 3 и 4 мод практически идентичны изотропному 
слою и существенно несимметричны для высших частот, особенно в случае 5p = . 
Таким образом, расширенная теория пластин обеспечивает достаточную точность 
приближенного решения дисперсионных задач для плоского слоя. 
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