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АННОТАЦИЯ 
 

Работа посвящена численному моделированию явления мартенситной неупругости 
в сплавах с памятью формы (СПФ) с учетом их разносопротивляемости. Под 
разносопротивляемостью понимается зависимость напряженно-деформированного 
состояния (НДС) этих сплавов от вида напряженного состояния. В качестве параметра 
вида напряженного состояния используется параметр, связанный с третьим инвариантом 
девиатора напряжений. 

Численное моделирование процесса мартенситной неупругости ведется в рамках 
модели нелинейного деформирования СПФ при фазовых и структурных превращениях.  
В ходе работы выполнено интегрирование соотношений, описывающих поведение СПФ 
при монотонном активном нагружении в низкотемпературном мартенситном фазовом 
состоянии, в конечно-элементный комплекс Simulia Abaqus посредством использования 
процедуры создания пользовательского материала. С этой целью выполнено обращение 
соотношений, устанавливающих взаимосвязь между компонентами приращений тензоров 
полных деформаций и напряжений с целью получения касательной матрицы жесткости, 
используемой в качестве физического закона для каждого элемента модели. 

Процесс валидации модуля, разработанного для конечно-элементного анализа НДС 
конструкций, содержащих СПФ, выполнен с использованием имеющихся 
экспериментальных данных для одноосного растяжения и сжатия образцов из этих 
сплавов. Проведено сравнение диаграмм деформирования, полученных при конечно-
элементом моделировании явления мартенситной неупругости в трехмерной  
по пространству постановке с экспериментальными кривыми. 

В рамках работы произведен расчет НДС сферической толстостенной оболочки  
из СПФ под действием внутреннего и внешнего давления. Установлено, что в процессе 
деформирования оболочки внутренним давлением для каждого элемента по толщине 
оболочки параметр вида напряженного состояния принимает значение соответствующие 
одноосному сжатию, а для случая внешнего давления – одноосному растяжению. 
 
Ключевые слова: сплавы с памятью формы; мартенситная неупругость; 
разносопротивляемость; сферическая оболочка; давление 
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ABSTRACT 
 

The work is devoted to the numerical simulation of the phenomenon of martensitic 
inelasticity in shape memory alloys (SMA), taking into account their tension-compression 
asymmetry. Under tension-compression asymmetry is meant the dependence of the stress-strain 
state of these alloys on the type of stress state. The parameter associated with the third invariant 
of the stress deviator is used as a parameter of the type of stress state. 

Numerical simulation of the process of martensitic inelasticity is carried out in the 
framework of the model of nonlinear deformation of SMA in phase and structural 
transformations. In the course of the work, the integration of relations describing the behavior of 
the SMA under monotonous active loading in the low-temperature martensitic phase into the 
finite-element complex of Simulia Abaqus was performed using the procedure for creating user 
material. For this purpose, relations are reversed that establish the relationship between the 
components of the tensors of total deformations and stresses in order to obtain a tangent 
stiffness matrix used as a physical law for each element of the model. 

The process of validation of the module, developed for the finite-element analysis of the 
stress-strain state of structures containing SMA, was performed using the available 
experimental data for uniaxial tension and compression of samples from these alloys. A 
comparison is made of the deformation diagrams obtained by finite-element modeling of the 
phenomenon of martensitic inelasticity in a three-dimensional in space formulation with 
experimental curves. 

As part of the work, the stress-strain state of a spherical thick-walled shell from SMA 
under the action of internal and external pressure was calculated. It was established that in the 
process of deformation of the shell by internal pressure for each element through the thickness 
of the shell, the parameter of the type of stress state takes on the value corresponding to pure 
compression, and for the case of external pressure, pure tension. 
 
Keywords: shape memory alloys; martensite inelasticity; tension-compression asymmetry; 
spherical shell; pressure 

 
ВВЕДЕНИЕ 

 
Практическое применение СПФ [1] в различных технических приложениях 

сдерживается недостаточной разработанностью методов решения краевых задач 
механики для этих сплавов [2]. Данная тенденция обусловлена сложностью 
определяющих соотношений для СПФ, для которых зачастую невозможно 
получить аналитическое решение рассматриваемой краевой задачи. Кроме этого 
экспериментально установлено, что напряженно-деформированное состояние 
СПФ существенно зависит от вида напряженного состояния [3]. Данные сплавы 
являются разносопротивляющимися растяжению-сжатию и их соответствующие 
диаграммы деформирования имеют качественные различия. Для корректного 
описания поведения СПФ с учетом их разносопротивляемости требуется 
определение зависимости материальных констант и функций сплава от параметра 
вида напряженного состояния, что требует проведения большого объема 
экспериментальных работ. В виду этого рассмотрение краевых задач в основном 
ведется в одномерной и редко двухмерной, по пространству, постановках.  
В трудах [4-6] рассмотрены задачи о чистом изгибе балки из СПФ в рамках 
моделей [7] и [8-10] при различных механизмах термо-силового воздействия,  
c учетом разносопротивляемости этих сплавов. Работы [11-13] посвящены 
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решению краевых задач механики СПФ без учета свойства асимметрии кривых 
деформирования. Работы [14-16] посвящены задачам о потере устойчивости 
элементов из СПФ, вызванной обратными термоупругими фазовыми 
превращениями, при решении которых требуется учет влияния вида 
напряженного состояния на процесс деформирования СПФ. 

Решением отмеченных проблем может стать применение при решении задач 
механики СПФ конечно-элементных комплексов. Ряд коммерческих конечно-
элементов комплексов, таких как MSC Marc, Femap/NX Nastran имеют 
встроенные в расчетные модули модели поведения СПФ [17,18]. Однако в рамках 
данных моделей невозможно провести корректное моделирование процессов 
деформирования СПФ с учетом их разносопротивляемости. В работах [19-22] 
выполнено численное моделирование термомеханических процессов, 
протекающих в СПФ посредством создания пользовательских моделей 
материалов в конечно-элементном комплексе Simulia Abaqus. Рассмотрение задач 
велось в рамках моделей [23-26], которые не позволяют описать зависимость НДС 
в СПФ от вида напряженного состояния. 

Данная работа посвящена интегрированию модели нелинейного 
деформирования СПФ при фазовых и структурных превращениях [8-10]  
в конечно-элементный комплекс Simulia Abaqus посредством процедуры 
пользовательского материала. Разработанный модуль позволит проводить 
численное моделирование процесса деформирование СПФ в низкотемпературном 
мартенситном фазовом состоянии в трехмерной постановке с учетом 
разносопротивляемости этих сплавов. 

 
1. СИСТЕМА ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ СООТНОШЕНИЙ 

 
В рамках модели нелинейного деформирования СПФ при фазовых  

и структурных превращениях [8-10] предполагается аддитивное представление 
тензора полных деформаций, при их малости. Для случая изотермического 
пропорционального нагружения образца из СПФ в низкотемпературном 
мартенситном фазовом состоянии полные деформации определяются следующим 
образом 

e st
ij ij ijε ε ε= +  

где , ,e st
ij ij ijε ε ε  – полная, упругая, и структурная деформации соответственно. 
Упругие деформации определяются как приведено ниже 

e e e
ij ij ijε ε ε′= + , 

( ) ( )
,

2
ije e kk

ij kkG q K q
σ σε ε
′

′ = =  

( ) ( )
1 1 1 1,

M A M A

q q q q
G q G G K q K K

− −
= + = +  

здесь ,e e
ij kkε ε′  – девиатор и шаровая часть тензора упругих деформаций, ,ij kkσ σ′  – 

девиатор и шаровая часть тензора напряжений, , , ,A M A MG G K K  – модуль сдвига  
и утроенный объемный модуль СПФ в аустенитном и мартенситном фазовом 
состоянии соответственно, q  – параметр фазового состава (объемная доля 
мартенситной фазы). 

В модели [8-10] структурные деформации отсчитываются от состояния 
хаотического мартенсита, который уже обладает деформацией объемного эффекта 
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реакции прямого превращения. Поэтому структурные деформации состоят только 
из девиаторной части. Кроме этого напряженно-деформированное состояние 
образца из СПФ при изотермическом монотонном пропорциональном нагружении 
в мартенситном фазовом состоянии зависит от пути нагружения. Поэтому 
уравнение для вычисления структурных деформаций имеет дифференциальный 
вид и в общем случае не может быть проинтегрировано 

( ) ( )2
3
2

ijst
ij d i i

i

d q dσ

σ
ε ρ µ σ σ

σ

′
′ = Ψ  при 0idσ > , иначе 0st

ijdε ′ =  

здесь dρ  – интенсивность кристаллографической деформации, iσ  –
интенсивность напряжений, σµ  – параметр вида напряженного состояния, 

( )2 iσΨ  – дифференциальная плотность распределения интенсивности 
микронапряжений в представительном объеме образца из СПФ в мартенситном 
фазовом состоянии. Интеграл от функции ( )2 iσΨ , то есть интегральная функция 
соответствующего распределения с точностью до множителя, определяет 
диаграмму мартенситной неупругости (график зависимости интенсивности 
структурной деформации, генерируемой при изотермическом монотонном 
пропорциональном нагружении СПФ в мартенситном фазовом состоянии  
от интенсивности напряжений). На основе экспериментальных данных [3] 
установлено, что для аппроксимации диаграммы мартенситной неупругости 
наилучшим образом подходит γ  распределение, такое, что функция ( )2 iσΨ  
запишется следующим образом 

( )
( )( ) ( )

( )

( ) ( )

1

2
0 0 0

1 1expi i
i

σα µ

σ σ σσ

σ σ
σ

σ µ σ µ σ µα µ

−
   −

Ψ =       Γ    
 

где α , 0σ  – параметры материала, Γ  – гамма функция. 
В работе [27] в качестве параметра вида напряженного состояния σµ  для 

СПФ предлагается использовать параметр, связанный со вторым и третьим 
инвариантом девиатора напряжений, такой что 

3
3

27
2 i

J
σµ σ
=  

здесь 3J  – третий инвариант девиатора напряжений. Параметр σµ  может 
принимать значение от 1 (одноосное растяжение) до -1 (одноосное сжатие). 
Случай, когда σµ =0 соответствует чистому сдвигу. В текущей работе 
предполагается линейная зависимость материальных констант α , 0σ  и dρ   
от параметра σµ . 

 
2. РАЗРАБОТКА МОДЕЛИ ПОЛЬЗОВАТЕЛЬСКОГО МАТЕРИЛА 
 
Для реализации в программном комплексе Simulia Abaqus модели 

нелинейного деформирования СПФ при фазовых и структурных превращениях,  
в качестве пользовательского материала по технологии UMAT, требуется явное 
вычисление компонент касательной матрицы жесткости ijklC . Компоненты 
матрицы ijklC  связывают компоненты тензоров приращений напряжений  
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и приращений деформаций. В рамках модели нелинейного деформирования СПФ 
при фазовых и структурных превращениях определяющие соотношения 
разрешены относительно приращений деформаций и для определения матрицы 

ijklC  требуется их обращение. 
Уравнение для девиатора упругой и структурной деформации имеет 

следующий вид 

( ) ( ) ( )2
3

2 2
ij ij

ij d i i
i

d
d d

G q σ

σ σ
ε ρ µ σ σ

σ

′ ′
′ = + Ψ      (2.1) 

Для обращения уравнения (2.1) требуется выразить idσ  через ijdσ ′  и ijdε ′ .  
Выразим из (2.1) ijdσ ′  

( ) ( ) ( )2
32
2

ij
ij ij d i i

i

d G q d dσ

σ
σ ε ρ µ σ σ

σ

 ′
′ ′ = − Ψ

 
 

    (2.2) 

Умножим левую и правую часть (2.2) на 3
2

ij

i

σ
σ
′

 и учтем, что 3 ,
2i ij ijσ σ σ′ ′= . 

После соответствующих преобразований, можно получить 
( )

( ) ( ) ( )( )2

3
1 3

ij ij
i

i d i

G q d
d

G q σ

ε σ
σ

σ ρ µ σ

′ ′
=

+ Ψ
      (2.3) 

Подставляя (2.3) в (2.2) получим 
2ij ij ij kl kld Gd dσ ε λσ σ ε′ ′ ′ ′ ′= −  

где ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2
2

2
2

9
1 3

i
d

i d i

G q
G qσ

σ

σ
λ ρ µ

σ ρ µ σ
Ψ

=
+ Ψ

. Таким образом, матрица ijklC  

для девиаторных составляющих записывается как приведено ниже 
2 0 0 0

2 0 0 0
2 0 0 0

0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0
2

ijkl

G
G

G

GC

G

G

λ λ λ
λ λ λ
λ λ λ

λ

λ

λ

− − − 
 − − − 
 − − −
 
 −=  
 
 −
 
 

− 
 

 

Компоненты шаровой части тензора приращений напряжений определяются 
следующим образом 

( )kk kkd K q dσ ε=  
здесь kkdε  – первый инвариант приращения тензора деформаций. 

Приращение компонент тензора напряжений вычисляется, как представлено 
ниже 

1
3ij ij kk ijd d dσ δ σ σ ′= +  
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[МПа] 

Построенная пользовательская модель ориентирована на численное решение 
задач механики СПФ в геометрически линейной постановке при малых 
деформациях. При этом начальная и актуальная конфигурация не отличаются. 

 
 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
 
Валидация пользовательской модели материала осуществлена на основе 

экспериментальных данных [3]. Ниже приведено сравнение диаграмм 
деформирования образца из СПФ, находящего в мартенситном фазовом 
состоянии (интенсивность напряжений iσ  - интенсивность полных деформаций 

iε ), полученных при численном моделировании и испытаниях образцов из СПФ. 
 

i
0 100 200 300

i

0

0.02

0.04

0.06

0.08

 
Рис.3.1. Кривые i iσ ε− . 

 
Сплошные линии на рис.3.1 являются результатами численного 

моделирования, точки – данные из эксперимента. Кривая 1 соответствует случаю 
одноосного растяжения образца из СПФ, 2 – одноосному сжатию. При 
моделировании использованы следующие значения материальных констант, для 
случая чистого растяжения: t

dρ =0.0608, 0
tσ =27.4, tα =6.45, для случая чистого 

сжатия: c
dρ =0.02, 0

cσ =18, cα =16.08. 
В ходе работы была численно решена задача о толстостенной сфере из СПФ, 

находящейся под действием монотонного возрастающего внутреннего или 
внешнего давления. Отношение внутреннего к внешнему радиусу сферы было 
принято равным 0.5. Величина внутреннего радиуса a =5 мм, внешнего b =10 мм. 
Рассмотрение задачи велось в сферической системе координат r θ ϕ− − , с учетом 
симметрии, поэтому конечно-элементная модель (КЭМ) разработана только для 
четверти сферы. При закреплении модели также использовались условия 
симметрии. Общий вид КЭМ сферы, а также точки замера перемещений 
представлены на рис.3.2. 

1 

2 
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Рис.3.2. КЭМ сферы. 
 
Тип элемента при моделировании: C3D8H. В ходе решения получена 

зависимость модуля безразмерных радиальных перемещений /rU U b=  точек 1  
и 2, расположенных на внешней и внутренней поверхностях сферы от величины 
действующего давления р  (рис.3.3). Здесь rU  - радиальные перемещения точек  
1 и 2. 

 

0 50 100 150 200
0

0.004

0.008

0.012

0.016

p

U

 
Рис.3.3. Зависимость U p− . 

 
На рис.3.3 две нижние кривые соответствуют случаю внутреннего давления. 

Штрих-пунктирная линия – точка 1, пунктирная – точка 2. Две верхние кривые 
соответствуют случаю внешнего давления. Штриховая линия – точка 1, сплошная 
– точка 2. Как видно из приведенного рисунка смещения контрольных точек 1,2, 
на момент окончания нагружения, для случая внешнего давления более чем в три 
раза превышают смещения данных точек на случай внутреннего давления. 

Точка 2 

Точка 1 

[МПа] 
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В ходе решения было установлено, что в случае действия как внутреннего, 
так и внешнего давления распределение параметра σµ  сечению сферы является 
однородным. В случае действия внутреннего давления для всего материала сферы 

σµ = -1, то есть вид девиатора напряжений такой же, как при одноосном сжатии.  
В случае действия внешнего давления, напротив, для всего материала сферы 

σµ =1, то есть вид девиатора напряжений такой же, как и при одноосном 
растяжении. Вследствие этого при численном моделировании используются 
разные значения материальных констант, и этим объясняется разница модуля 
радиальных смещений контрольных точек 1,2 при действии внутреннего или 
внешнего давлений. 

При рассмотрении задачи установлено, что в процессе роста внешнего или 
внутреннего давления напряжения по сечению сферы меняются не монотонно. 
Соответственно, при решении аналогичной задачи аналитическими методами 
нельзя применять положение об активных процессах пропорционального 
нагружения, [8] и использовать конечные соотношения, связывающие 
интенсивности напряжений и деформаций. 

На рис.3.4, 3.5 приведены эпюры радиальных и кольцевых напряжений 
,r θσ σ  по сечению сферы для случая действия внутреннего давления. Эпюры 

построены для различных этапов нагружения и соответствуют величине давления 
p  следующим образом, кривая 1 - p =50 МПа, 2 - p =100 МПа, 3 - p =150 МПа,  

4 - p =175 МПа, 5 - p =200 МПа. Здесь /r bξ =  - безразмерная радиальная 
координата, где r  - текущий радиус. 

 

 
Рис.3.4. Эпюра rσ . Внутреннее давление. 

 

На основе рис.3.4 можно заключить, что распределение rσ  по сечению 
сферы является нелинейным. Максимальное значение r pσ =  отмечается  
на внутренней поверхности сферы, на внешней поверхности 0rσ = , что 
соответствует граничным условиям рассматриваемой задачи. 
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Рис.3.5. Эпюра θσ . Внутреннее давление. 

 

Из рис.3.5 видно, что в процессе нагружения кольцевые напряжения θσ  
меняются по сечению немонотонно. Так при уровне внутреннего давления 
порядка p =150 МПа происходит разгрузка на внутренней поверхности сферы  
и смещение зоны максимума θσ  вглубь сечения. Данная тенденция 
подтверждается при рассмотрении аналогичной задачи в упруго-пластической 
постановке. 

На рис.3.6 приведены эпюры rσ  по сечению сферы на случай действия 
внешнего давления. Правило расположения кривых совпадает с рис.3.4.  
Как и в случае действия внутреннего давления напряжения rσ  имеют нелинейное 
распределение по сечению сферы из СПФ. 

 

 
Рисунок 3.6. Эпюра rσ . Внешнее давление. 

 

На рис.3.7 приведены эпюры кольцевых напряжений θσ  на случай действия 
внешнего давления. Правило расположения кривых совпадает с рис.3.4. Исходя  
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из приведенных данных, можно отметить зону разгрузки вблизи внутренней 
поверхности, которая начинает проявляться при величине давления порядка 
p =175 МПа. При этом для малых значений p  распределение θσ  по сечению 

сферы из СПФ близко к однородному. 
 

 
Рисунок 3.7. Эпюра θσ . Внешнее давление. 

 
 

ВЫВОДЫ 
 

В ходе работы построена пользовательская модель СПФ на основе 
определяющих соотношений модели нелинейного деформирования этих сплавов 
при фазовых и структурных превращениях, интегрированная в конечно-
элементный комплекс Simulia Abaqus посредством процедуры UMAT. На основе 
экспериментальных данных произведена валидация модели. Рассмотрена  
и численно решена задача о толстостенной сфере из СПФ, находящейся под 
действием монотонного возрастающего внутреннего или внешнего давления. 
Установлено, что в процессе нагружения параметр вида девиатора напряжений 
имеет однородное распределение по сечению сферы из СПФ и не меняется  
в процессе нагружения. Для случая действия внутреннего давления вид девиатора 
напряжений такой же, как для случая одноосного сжатия, а для случая внешнего 
давления – такой же, как для случая одноосного растяжения. Поэтому при учете 
разносопротивляемости СПФ деформативность сферы при действии внешнего 
давления получается существенно выше, чем при действии внутреннего давления. 
Отмечено, что в процессе нагружения как радиальные, так и кольцевые 
напряжения меняются немонотонно и имеют нелинейное распределение  
по сечению сферы. 
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