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АННОТАЦИЯ 
 

 Исследуется физически нелинейное (тензорно-линейное) определяющее 
соотношение Работнова с четырьмя произвольными материальными функциями для 
изотропных реономных материалов, пренебрегающее влиянием вида девиатора 
напряжений (третьего инварианта, параметра Лоде), с целью определения комплекса 
моделируемых реологических эффектов, границ и индикаторов его области 
применимости, сфер влияния материальных функций и разработки методик 
идентификации.  
 При минимальных ограничениях, наложенных на материальные функции, 
аналитически изучены общие свойства семейств кривых сдвиговой, объемной, 
продольной и поперечной ползучести, порождаемых соотношением при одноосном 
нагружении в сочетании с постоянным гидростатическим давлением и их зависимость  
от характеристик материальных функций и уровней осевого напряжения и давления. 
Показано, что наличие давления и учет объемной ползучести могут существенно 
изменить качественное поведение кривых осевой и поперечной ползучести, 
податливостей и коэффициента Пуассона (даже в предположении отсутствия взаимного 
влияния шаровых и девиаторных частей тензоров). Доказано, что соотношение Работнова 
способно моделировать немонотонное изменение и знакопеременность поперечной 
деформации (даже при нулевом давлении) и осевой деформации при достаточно большом 
давлении, исследованы условия наличия у них точек экстремума. Выведена формула, 
связывающая коэффициент Пуассона и параметр вида деформированного состояния, 
исследовано выражение для коэффициента Пуассона через материальные функции, время 
и два параметра программы нагружения. Получены общие оценки для коэффициента 
Пуассона, условия его монотонности и немонотонности в зависимости от времени  
и критерий его отрицательности. Установлено, что при повышении уровня давления  
(и фиксированном растягивающем напряжении) кривые объемной, осевой и поперечной 
ползучести опускаются вниз, коэффициент Пуассона возрастает (в любой момент 
времени), а формы всех кривых зависят от соотношения уровней давления и осевого 
напряжения. 
 Обнаруженные свойства сопоставлены со свойствами кривых ползучести  
и коэффициента Пуассона при одноосном нагружении (при нулевом давлении)  
и с типичными качественными свойствами экспериментальных кривых 
вязкоупругопластичных материалов. Найдены специфические свойства теоретических 
кривых ползучести, которые удобно использовать как индикаторы (не)применимости 
соотношения Работнова в общем случае и в сочетании с гипотезой об упругой 
зависимости объемной деформации от среднего напряжения по серии кривых ползучести 
материала при совместном действии растягивающей силы и гидростатического давления. 
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ABSTRACT 
 

 The Rabotnov physically non-linear constitutive equation for non-aging elasto-
viscoplastic materials with four material functions is studied analytically in order to outline the 
set of basic rheological phenomena which it can simulate, to clarify the material functions 
governing abilities, to indicate application field of the relation and to develop identification and 
verification techniques. The relation is quasi-linear, it doesn’t involve the third invariants of 
stress and strain tensors and implies that their hydrostatic and deviatoric parts don’t depend on 
each other. 
 Assuming minimal restrictions on material functions of the relation, general properties of 
the creep curves for shear, volumetric, axial and lateral strains generated by the model under 
uni-axial tension and constant hydrostatic pressure are analyzed. Conditions for creep curves 
monotonicity and for existence of extrema and sign changes of strains, the Poisson ratio (lateral 
contraction ratio in creep) evolution in time, evolution of the strain triaxiality ratio (which is 
equal to volumetric strain divided by deviatoric strain) and their dependences on pressure and 
tensile stress levels and material functions characteristics are studied. Taking into account the 
pressure influence and volumetric creep (governed by two material functions of the model) is 
proved to affect strongly the qualitative behavior and characteristic features of longitudinal 
creep curves and the Poisson ratio evolution and its range. In particular, it is proved that the 
Rabotnov relation is able to simulate non-monotone behavior and sign changes of lateral strain 
and Poisson’s ratio under constant tensile load (even if the pressure is zero) and the longitudinal 
strain may start to decrease provided the pressure level is high enough. The expressions for 
Poisson’s ratio via the strain triaxiality ratio and in terms of tensile stress and pressure levels 
and material functions of the model are derived. Assuming material functions are arbitrary, 
general bounds for the Poisson ratio range are obtained and the influence of pressure level is 
studied. Additional restrictions on material functions and stress levels are derived to provide 
negative values of Poisson’s ratio. Conditions for its increase or decrease and for its non-
dependence on time are found. It is proved that, for any fixed tensile load, the higher the 
pressure level is the more creep curves for volumetric, axial and lateral strains shift down along 
the strain axis and the Poisson ratio decreases at any time moment. 

The qualitative properties of the theoretic creep curves families and Poisson’s ratio 
produced by the constitutive equation are compared to typical properties of test creep curves of 
elasto-viscoplastic materials under hydrostatic pressure in order to reveal a set of necessary 
phenomenological restrictions which should be imposed on material functions to provide an 
adequate description of typical effects. A number of specific features and quantitative 
characteristics of the theoretic creep curves are found that can be employed as indicators of the 
constitutive relation applicability (or non-applicability) for simulation of a material behavior 
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which are convenient to check in creep tests with various levels of pressure and tensile stress. 
The specific properties and restrictions of the model with zero dilatational creep compliance 
which simulates a material exhibiting purely elastic volumetric deformation are considered. 
 
Keywords: hereditary properties; physical non-linearity; compressibility; volumetric creep; 
filled polymers; quasi-linear stress-strain relation; mean stress; deviatoric stress; lateral 
contraction ratio in creep; non-monotone axial and lateral strains; strain triaxiality ratio; 
negative Poisson’s ratio 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

 Анализ данных механических испытаний, микроскопии и рентгенографии 
разнообразных (даже изначально изотропных) материалов и практика разработки 
и применения технологий улучшения структуры и свойств материалов методами 
интенсивной пластической деформации и обработки давлением, показывают, что 
наложение всестороннего (гидростатического) давления оказывает сильное 
воздействие на структуру, фазовый состав, физические и механические свойства 
большинства материалов [1-55]. Оно влияет на процессы образования и роста 
нанокристаллической фазы в аморфных сплавах (металлических стеклах)  
и полимерах [3-7,11-18,20], процессы измельчения зерен и рекристаллизации  
в металлах и сплавах, на зарождение и эволюцию систем разных типов 
микродефектов, вызывает торможение роста трещин и пор и их залечивание  
[3-7,12-23] и т.д. На макроуровне у подавляющего большинства материалов  
с ростом давления расширяется область линейного поведения, возрастают 
пластичность (предельная деформация при разрушении и длина площадки 
текучести при деформировании с постоянной скоростью), касательный модуль 
(жесткость), предел текучести, предел прочности на растяжение, длительная 
прочность, коэффициент Пуассона, модуль релаксации, времена релаксации и 
вязкость, уменьшаются скорости ползучести и релаксации и податливость при 
ползучести [2-23,35-41]. Изменение объема при нагружении («разрыхление»), 
объемная ползучесть и релаксация, вид напряженно-деформированного состояния 
и его эволюция, влияние среднего напряжения (давления) и его истории на осевые 
и сдвиговые деформации и связанные с ними термомеханические эффекты весьма 
существенны при описании деформирования и прочности многих реономных 
материалов [3-9,19-44]. Они заметно влияют на проявление свойств (даже 
изотропных) материалов в одноосных испытаниях, на кривые релаксации, 
ползучести при растяжении-сжатии и сдвиге, длительной прочности, нагружения 
с постоянной скоростью и на поведение коэффициента Пуассона, а регистрация  
и адекватный учет подобных эффектов (или пренебрежение их влиянием) влияют 
на результаты обработки и интерпретации данных испытаний, достоверность 
определения механических свойств материалов, оценку скорости накопления 
повреждений и долговечности элементов конструкций. 
 К материалам, у которых эти эффекты влияния давления, сжимаемости  
и объемной ползучести ярко выражены (даже при малых деформациях), 
относятся, прежде всего, многие полимеры (полиэтилены, полипропилены, 
фторопласты и т.п.), дисперсно наполненные композиты (твердые топлива, 
асфальтобетоны, ударопрочный полистирол, АБС-пластики) прессованные 
порошковые композиты, сплавы, металлические и полимерные пены, льды, 
грунты, горные породы и т.п. Для них стандартные гипотезы (сильно 
упрощающие решения краевых задач и расчеты элементов конструкций)  
об объемной несжимаемости или упругой связи объемной деформации  
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со средним напряжением (об отсутствии объемной ползучести), о независимости 
этой связи от второго (и третьего) инварианта тензора напряжения и вида 
напряженного состояния, о постоянстве коэффициента Пуассона оказываются 
непригодными  
[3-8,25-31,38-44]. Термомеханические и физические свойства (изотропных) 
полимерных и композиционных материалов (характер связи тензоров напряжений 
и деформаций, предел текучести, критерии пластичности и разрушения, 
температура стеклования и диапазон высокоэластичности, мгновенный  
и длительный модули, деформация при разрушении, предел прочности, скорость 
осевой и объемной ползучести, механизмы разрушения, скорость накопления 
поврежденности, равновесие фаз, структурные перестройки) особенно 
чувствительны к виду напряженного состояния, в частности, к величине среднего 
напряжения и истории его изменения. Все эти эффекты, конечно, зависят  
и от свойств матрицы, и от объемных долей (дисперсных) наполнителей, от форм 
и размеров их частиц, свойств адгезионных связей с матрицей, текущего уровня 
поврежденности, предыстории нагружения и многих иных факторов. Высокое 
давление вызывает и глубокие изменения в структуре полимеров, в частности, 
уменьшает свободный объем, подвижность сегментов макромолекул и скорости 
релаксационных процессов, вызывает рост количества межмолекулярных связей  
и дополнительную кристаллизацию, изменяет межплоскостные расстояния  
в кристаллических полимерах [3-7,20,23]. Это приводит к возникновению 
остаточных напряжений (растягивающих в кристаллической фазе) после снятия 
давления за счет разной сжимаемости аморфных и кристаллических областей  
и разной скорости и глубины восстановления. Эти явления также зависят  
от истории изменения давления или длительности действия постоянного 
давления. Аналогичные эффекты (с иными механизмами) наблюдаются при 
больших сдвиговых деформациях под высоким давлением в аморфных сплавах 
(металлических стеклах и т.п.): в них образуется нанокристаллическая фаза,  
и структура и свойства полученных аморфно-нанокристаллических сплавов  
(их можно рассматривать как дисперсно наполненные композиты) сильно 
отличаются от исходных [11-17]. 
 Коэффициент Пуассона /ν ε ε⊥= −



 изотропных вязкоупругопластичных 
материалов при одноосном нагружении не постоянен, а зависит от времени  
(от продольной деформации ( )tε



) и программы нагружения. Зависимости 
поперечной и объемной деформаций (ε⊥  и θ ) от времени и осевой деформации 
ε


, характер изменения и диапазоны значений коэффициента Пуассона для 
упомянутых классов реономных материалов весьма разнообразны даже в случае 
одноосных нагружений, даже в испытаниях на ползучесть при постоянной 
нагрузке или на релаксацию [1-55]. У большинства металлов, многих стекол, 
полимеров (например, полиэтиленов высокой плотности) и порошковых 
композитов наблюдается монотонное возрастание ν  с ростом ( )tε



 [32-37]  
(и порой – монотонное убывание объемной деформации при растяжении).  
У многих реономных материалов, как достаточно хрупких, так  
и высокоэластичных (твердое топливо, асфальтобетон, АБС-пластики, чугун  
и т.п.) наблюдается убывание ( )tν , свидетельствующее о необратимом изменении 
объема при растяжении или сжатии [28,38-43]. У некоторых объемная 
деформация и коэффициента Пуассона меняются немонотонно и меняют знак 
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(например, у фторопласта и полиэтилена низкой плотности, наполненного мелом 
[44]). В последние три десятилетия обнаружены, активно конструируются  
и исследуются новые материалы с отрицательным коэффициентом Пуассона  
[45-55].  
 Объемную ползучесть, изменение коэффициента Пуассона и вида 
напряженного или деформированного состояний, и типичные механические 
эффекты, связанные с ними, следует учитывать при обработке и интерпретации 
кривых испытаний наследственных материалов (в частности, методами 
индентирования) и при выборе и идентификации определяющего соотношения 
(ОС) для моделирования их поведения. Для выбора того или иного ОС для 
описания поведения некоторого материала (и дальнейшего совершенствования  
и обобщения ОС) важно знать, какие механические эффекты оно способно 
моделировать и при каких требованиях к материальным функциям (МФ),  
в частности, – какие из упомянутых эффектов, связанных с объемной  
и поперечной деформациями и влиянием всестороннего давления. Для этого 
необходимо системное аналитическое исследование общих свойств кривых 
релаксации, ползучести и деформирования, которые порождает применяемое ОС 
с произвольными МФ при разных типовых программах нагружения, и их 
зависимости от параметров программ нагружения и характеристик материальных 
функций. 
 Данная статья продолжает цикл работ [56-59] по системному исследованию 
нелинейного ОС вязкоупругости вида 

  13 1
0 0 02 3( ) ( ( )) ( ) [ ] ( ( ))ij ij ij ijt L t t L tε σ σ σ δ δ−= Φ − + Φ ,     (1) 

 ( )L t σ= Π ,  0 0( )L t σ= 0Π ,  
0

( τ) (τ)
t

y t dy= Π −∫Π ,  0
0

( τ) (τ)
t

y t dy= Π −∫0Π , (2) 

с произвольными МФ ( )tΠ , ( )xΦ , 0 ( )tΠ , 0 ( )xΦ . Его цель – выявление комплекса 
моделируемых ОС (1) реологических эффектов и границ области применимости, 
сфер влияния его материальных функций и феноменологических ограничений на 
них, разработка способов идентификации, верификации и настройки ОС. Такой 
анализ до сих пор не был проведен для ОС (1). Тензорно линейное ОС (1) 
описывает изотермические процессы деформирования нестареющих изотропных 
вязкоупругих материалов, связывая истории изменения тензоров напряжений ( )tσ  
и (малых) деформаций ( )tε  в произвольной точке тела (в предположении 
независимости объемной деформации 0θ 3 ( )ii tε ε= =  от касательных напряжений, 
а сдвиговых деформаций – от среднего напряжения 0σ σ ( ) / 3ii t= ). В (1) 

0.52
3( )ij ije eε = , 0.53

2( )ij ijs sσ =  – интенсивности деформаций и напряжений (вторые 
инварианты девиаторов 0ε−= Ie ε  и 0σ−= Is σ ), напряжение и время 
предполагаются обезразмеренными, входные процессы ( )tσ – кусочно-гладкими 
при 0t ≥ .   
 Цель данной статьи – вывод и исследование уравнений семейств кривых 
объемной, осевой и поперечной ползучести и выражения для коэффициента 
Пуассона, которые порождает ОС (1) с четырьмя произвольными МФ при 
одноосном нагружении постоянной нагрузкой и одновременном приложении 
постоянного всестороннего давления:  
  11σ ( ) σ ( )t h t= ,    ( ) ( )p t ph t= ,        (3) 
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где ( )h t  – функция Хевисайда, обнаружение их характерных свойств  
и сопоставление со свойствами КП при одноосном нагружении (при 0p = )  
и с типичными качественными свойствами экспериментальных кривых.  
 

1. СООТНОШЕНИЕ РАБОТНОВА И ЕГО МАТЕРИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 
 

 Одноосный вариант ОС (1) был предложен Ю.Н. Работновым [60-64] для 
описания нелинейной ползучести как обобщение одномерного линейного ОС 
вязкоупругости  

  
0

( ) ( ) ( )
t

t t dε τ σ τ σ= Π − =∫ Π ,   
0

( ) ( ) ( )
t

t R t dσ τ ε τ ε= − =∫ R ,   0t ≥ , (4) 

посредством введения дополнительной МФ φ( )u :  

  
0

φ(ε( )) ( τ) σ(τ)
t

t t d= Π −∫ ,   
0

σ( ) ( τ)φ (ε(τ)) ε(τ)
t

t R t d′= −∫ ,   0t ≥ . (5) 

В (4) и (5) функции ползучести и релаксации ( )tΠ , ( )R t , связаны интегральным 
уравнением  

  
0

( τ) (τ) τ
t
R t d t− Π =∫ ,          (6) 

выражающим условие взаимной обратности операторов (4) (и (5)).  
В англоязычных работах ОС (5) именуется уравнением квазилинейной 
вязкоупругости («QLV»), а его автором считается Я.Ч. Фанг (Y.C. Fung) [67-70,8]. 
В работах [60-66] и др. ОС (5) прилагалось к описанию одномерного поведения 
стеклопластиков, графита, металлов и сплавов и композитов, а в [67-70,8] – 
связок, сухожилий и др. биологических тканей. Подробные обзоры литературы  
и областей приложения ОС (5) приведены в статьях [58,59]. 
 Простейшее обобщение ОС Работнова (5) на сложное напряженное 
состояние получается в предположении изотропности и тензорной линейности 
материала, отсутствия взаимного влияния шаровых и девиаторных частей 
тензоров (независимости объемных деформаций от касательных напряжений  
и деформаций сдвига от среднего напряжения) и пренебрежения влиянием 
третьих инвариантов. Тогда истории первых инвариантов 0 ( ) / 3iitε ε=   
и 0 ( ) / 3iitσ σ=  тензоров деформаций и напряжений, их интенсивностей ( )tε   
и ( )tσ  и компоненты девиаторов 0ε−= Ie ε  и 0σ−= Is σ  связаны операторами, 
зависящими от двух пар МФ ,Π Φ  и 0 0,Π Φ  
  0 0 03 ( )θ ε σ= = Φ 0Π ,   ( )ε σ= Φ Π ,   13

2( ) ( ) ( ) ( )ij ije t t t s tε σ −=   (7) 

где 1ϕ −Φ = , 1
0 0ϕ −Φ = , а Π  и 0Π  обозначают линейные интегральные операторы 

(2). В итоге, компоненты тензора деформаций 0( )ij ij ijt eε ε δ= +  связаны  
с 0( )ij ij ijt sσ σ δ= +  соотношением (1). 

В одномерном случае (5) обратное ОС имеет вид ( )σ ϕ ε= R  (композиция 
нелинейного оператора действия функции ϕ  и линейного интегрального 
оператора R  вида (4). Обращение трехмерного ОС (7) (т.е. (1)) для любых 
возрастающих МФ Φ  и 0Φ , имеет вид  
  0 0 ( )σ ϕ θ= 0R ,   ( )σ ϕ ε= R ,   12

3( ) ( ) ( ) ( )ij ijs t t t e tσ ε −= ,   (8) 
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где функции релаксации ( )R t  и 0 ( )R t  связаны с Π  и 0Π  интегральными 
уравнениями вида (6).  
 Из трех материальных функций φ , Π , R  в ОС (5) лишь две независимы,  
а в ОС (1) – четыре независимых МФ. На функции ползучести и релаксации в ОС 
(5) и (1) наложим те же минимальные ограничения, что и в линейной теории 
вязкоупругости: ( )tΠ , 0 ( )tΠ , ( )R t , 0 ( )R t  предполагаются положительными  
и дифференцируемыми на (0; )∞ , функции Π  и 0Π  – возрастающими  
и выпуклыми вверх [71,72], а R  и 0R  – убывающими и выпуклыми вниз на (0; )∞ , 

( )R t  и 0 ( )R t  могут иметь интегрируемую особенность или δ -сингулярность  
в т. 0t =  (слагаемое ηδ( )t , η 0> , δ( )t  – дельта-функция). Из этих условий 
следует существование пределов ( ) inf ( ) 0R R t+∞ = ≥ , (0) sup ( ) 0R R t= >  
( (0)R = +∞ , если ( )R t  не ограничена сверху) и (0) inf ( ) 0tΠ = Π ≥  ( (0) : (0 )y y= +  – 
обозначение предела функции ( )y t  справа в т. 0t = ). Например, семейство 
функций ползучести 

  ( ) tt t e λα β γ −Π = + − ,   0λ > , , 0α β ≥ ,   [0, ]γ β∈ ,    (9) 
удовлетворяет этим ограничениям. В случае (0; )γ β∈ , , 0α β > , оно порождает 
все четыре структурно различные (но эквивалентные) четырехзвенные модели  
из двух пружин и двух демпферов (они регулярны, т.е. у них (0) 0Π ≠ ,  
а 1 2

1 2
t tR E e E eµ µ− −= +  и ( ) 0R +∞ = ), а при 0α =  – трехзвенные модели Кельвина  

и Пойнтинга-Томпсона с одним демпфером (они регулярны, tR Ee rµ−= +   
и ( ) 0R r+∞ = > ). Т.к. (0) β γΠ = − , то семейство (9) порождает нерегулярные 
модели лишь в случае γ β= : при 0λβ =  – ньютоновскую жидкость ( ( )R tηδ= ), 
при 0α =  – модель Фойгта ( ( )R t rηδ= + ), при 0α >  – обе трехзвенные модели  
с одной пружиной и двумя демпферами ( ( ) tR t Ee µηδ −= + , ( ) 0R +∞ = ). При 0γ =  
(9) даёт модель Максвелла ( tR Ee µ−= ). В случае 0γ <  нарушается ограничение 

( ) 0tΠ ≤  (и порождаемые линейным ОС (4) кривые обратной ползучести 
возрастают, что противоречит экспериментальным данным).  
 На функцию ϕ  и 0ϕ  в ОС (5) и (8) и на МФ ( )xΦ  и 0 ( )xΦ  в ОС (1) наложим 
следующие минимальные требования [56-59]: функция ( )uϕ  непрерывно 
дифференцируема и строго возрастает на (0; )ω , 0ω > , а 0 ( )uϕ  – на множестве 
( ;0) (0; )ω ω− +  (где 0ω ω− + < ), причем (0 ) 0ϕ + =  и 0 0(0 ) (0 ) 0ϕ ϕ+ = − =  (иначе 
входному процессу ( ) 0t ≡ε  соответствует ненулевой отклик ( )tσ ). Из возрастания 

( )uϕ  и 0 ( )uϕ  следует существование и возрастание (и непрерывная 
дифференцируемость) обратных функций 1( )x ϕ −Φ = , (0; )x X∈ , : sup ( )X uϕ= ,  
и 1

0 0( )x ϕ −Φ = , ( ; )x x x∈ , где 0 0inf ( ) ( 0)x uϕ ϕ ω−= = + , 0 0sup ( ) ( 0)x uϕ ϕ ω+= = − ,  
и обратимость ОС (1). Аналогично, обратимость ОС (1) следует из возрастания Φ  
и 0Φ . Величины x , x  и X , их конечность или бесконечность, – важные 
характеристики МФ, существенно влияющие на свойства теоретических кривых 
ОС (1) [56-59]. Для материалов с одинаковым поведением при растяжении  
и сжатии функции 0Φ  и 0φ  нечетны и x x= − , ω ω− += − . 
 МФ φ  и 0φ , в принципе, можно найти по известной зависимости скорости 
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ползучести (сдвиговой или объемной) материала от уровня напряжения σ  [56]: 
если известна зависимость ε(σ) (σ)r= , то функция 1φ−Φ =  в ОС (5) находится  
из задачи Коши ( ) ( )x x r x′Φ = , (0) 0Φ = . Например, для дробно-линейной 
зависимости Шестерикова-Юмашевой 1

*(σ) σ(σ σ)r A −= − , *σ [0;σ )∈  ( *σ  – предел 
прочности) получаем 1

*( ) (σ )x A x −′Φ = −  и 

* *( ) ln[σ / (σ )]x A xΦ = − ,   *[0;σ )x ∈ ,   *σx = < ∞ ;   /
*φ( ) σ (1 )u Au e −= − ,   0u ≥ . (10) 

Примечательно, что φ  из (10) совпадает с функцией ползучести модели Фойгта. 
Если материал  по-разному сопротивляется растяжению и сжатию, то МФ 0φ ( )u  
можно склеить из двух ветвей с разными парами параметров A  и *σ  при 0u >   
и 0u < . 
 Для задания выпуклой вверх МФ φ  и 0φ  с конечным x  удобно 
использовать суммы линейные комбинации функций вида (10) (ряды Прони) 
  λ

1 1
φ( ) γ φ ( ) γ (1 )k

m m u
k k ku w u w e−= = −∑ ∑ ,   1

1
γ λm

k kw− = ∑  
(множитель w  введен для выполнения условия нормировки φ (0) 1′ = ). При λ 0k > , 
γ 0k >  все ограничения на МФ φ  выполнены, т.к. они выполнены для каждого 
слагаемого φ ( )k u  и сохраняются для комбинаций с положительными 
коэффициентами. Для задания выпуклой вниз МФ φ  можно использовать суммы 
с положительными показателями экспоненты.  
 В принципе, для дилатирующих сред можно учесть в ОС (1) влияние 
гидростатического давления на деформации сдвига и касательных напряжений  
на объемную деформацию, вводя в МФ Φ  и 0Φ  зависимость от второго 
аргумента 0σ  или σ , или вводя в интегральные операторы Π  и 0Π  зависимость 
квазидеформаций ( )ϕ ε  и 0 ( )ϕ θ  от предыстории инвариантов 0 ( )tσ  и ( )tσ , 
соответственно (точнее – от функций 0 0( ( ))tψ σ  и 0 0( ( ))tψ σ , где 0 ( )xψ  и ( )xψ  – 
дополнительные МФ), или от параметра вида напряженного состояния 

0 ( ) / ( )t tξ σ σ= . Влияние давления на формоизменение зависит от истории его 
изменения (в частности, от продолжительности действия постоянного давления) 
[3-7,19-22]. Поэтому давление должно входить в ОС не только текущим 
значением, но с учетом его истории или хотя бы в виде скалярного параметра 
(параметров), характеризующего историю изменения давления. Однако варианты 
выбора указанной связи и анализ его следствий (свойств и возможностей 
построенного ОС) – тема других работ.  
 
2. КРИВЫЕ ПОЛЗУЧЕСТИ, ПОРОЖДАЕМЫЕ ОС (1) ПРИ ОДНООСНОМ 

РАСТЯЖЕНИИ 
 

 Рассмотрим мгновенное одноосное нагружение 11σ ( ) σ ( )t h t= , ( )h t  – 
функция Хевисайда (ее в дальнейшем будем опускать, полагая, что 0t > ),  
т.е. 11σ ( ) σ constt = = , а остальные компоненты тензора напряжений равны нулю. 
Тогда 1

0 3σ σ ( )h t= , девиатор напряжений – диагональный тензор 
1
3 σ ( ) (2, 1, 1)h t= − −diags , а интенсивность равна σ | σ| ( )h t= . Вычисление 

операторов (7) дает ( ) : | σ| | σ | ( )L t h tσ= = = ΠΠ Π , 1
0 0 03( ) : σ σ ( )L t t= = Π0Π  и  
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  ( ;σ) ( | σ | ( ))t tε = Φ Π ,   1
0 03( ;σ) ( σ ( ))t tθ = Φ Π ,   0t > .   (11) 

Так как девиаторы в ОС (7) пропорциональны, то девиатор деформаций – тоже 
диагональный тензор ε( ) (1; 0.5; 0.5)z t= − −diage , где sgn σ 1z = = ± , и у тензора 
деформаций 0ij ij ijeε ε δ= +  в любой момент времени отличны от нуля только 
диагональные компоненты iiε  
  1 1

11 0 03 3ε ( ;σ) ( | σ | ( )) ( σ ( ))t z t t= Φ Π + Φ Π ,   0t > ,    (12) 
  1 1 1

22 33 0 02 3 3ε ( ;σ) ε ( ;σ) ( | σ | ( )) ( σ ( ))t t z t t= = − Φ Π + Φ Π .   (13) 
Уравнения (11)-(13) задают семейства кривых сдвиговой, объемной, осевой  
и поперечной ползучести. Из возрастания МФ ( )xΦ , ( )tΠ , 0 ( )xΦ  и 0 ( )tΠ  
следует, что для любого σ 0>  (будем для определенности рассматривать случай 
растяжения, т.е. 1z = ) ( )tε , ( )tθ  и 11( )tε  положительны и монотонно возрастают. 
Поперечная деформация 22 ( )tε ε⊥ =  и ее модуль не обязаны быть монотонными 
функциями: они могут убывать на всем интервале 0t >  (например, при 

0 ( ) constt cΠ = = , т.е. в случае упругой зависимости объемной деформации  
от среднего напряжения, когда 1 1

2 3(σ ( ))t Cε⊥ = − Φ Π + , 1
0 3: ( σ ) 0C c= Φ > ), могут 

иметь точки экстремума и менять знак (например, в случае 3
2 (σ (0))C > Φ Π ). 

Поскольку из (13) 
  1 1 1

0 0 02 9 3( ) (σ ( ))σ ( ) ( σ ( ))σ ( )t t t t tε⊥ ′ ′= − Φ Π Π + Φ Π Π 

 ,   (14) 
то (при σ 0> ) условие возрастания ( )tε⊥  на некотором интервале времени имеет 
вид 
  1

0 0 03
9
2( σ ( )) ( ) (σ ( )) ( )t t t t′ ′Φ Π Π > Φ Π Π  . 
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Рис.1. Кривые ползучести (11)-(13) модели (15) при 0.5;0.6;0.7;0.8;0.9; 1σ =   
(КП 1-6).   

 

 На рис.1 приведены КП 11( )tε  (сплошные кривые 1-6 в верхней части рис.), 
( )tε⊥  (сплошные кривые 1-6 в нижней части рис.), ( )tε  (штриховые линии), ( )tθ  
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(штрихпунктирные) при одноосном растяжении для шести разных уровней 
напряжения 0.5;0.6;0.7;0.8;0.9; 1σ =  (КП 1-6), порожденные ОС (1) с МФ  

* *( ) ln[ / ( )]x A xσ σΦ = − , 1
0 0( ) | |mx A x x −Φ = , 

( ) tt t e λα β γ −Π = + − ,  0 0 0( )t tα βΠ = +       (15) 
при 0.01A = , * 1.5σ = , 0 0.20A = , 3m = ,  0α = , 1β = , 0.5γ = , 0.1λ = , 0 0.02α = , 

0 0.1β =  (отношение 0 /A A , регулирующее относительный вклад объемной 
деформации, специально выбрано утрированно большим, чтобы сделать 
изучаемые эффекты более выраженными и заметными при малых временах). 
Осевые и объемные деформации монотонно возрастают (КП такой формы,  
с медленным нарастанием ( )tθ  в окрестности нуля, наблюдаются у многих 
дисперсно наполненных композитов, твердых топлив и др. высоконаполненных 
эластомеров [3-6,39-43]). Поперечная деформация ( )tε⊥  имеет точку максимума  
и становится положительной при достаточно большом t . Интенсивность 
деформаций ( ) (σ ( ))t tε = Φ Π  (и все компоненты девиатора деформаций) 
возрастают, но стабилизируются, т.к. при 0α =  функция ползучести (модели 
Кельвина) имеет горизонтальную асимптоту при t → +∞ : 
ε( ) (σ ( )) (βσ )∞ =Φ Π ∞ = Φ , ε( ) 0∞ = . Этот пример, в частности, показывает, что 
учет объемной сжимаемости и ползучести существенно изменяет качественной 
поведение кривых (осевой) ползучести (по сравнению с ( )tε  и сдвиговыми КП) 
даже в случае простейших МФ вида (9) и (10). 

 
 

3. СВОЙСТВА КОЭФФИЦИЕНТА ПУАССОНА ПРИ ОДНООСНОМ 
РАСТЯЖЕНИИ 

 
 Из уравнений кривых ползучести (12), (13) (c σ 0> , 1z = ) найдем 
коэффициент Пуассона 11( ) ( ;σ) / ( ;σ)t t tν ε ε⊥= −  в условиях ползучести 

  
1

0 03
1

0 03

3 ( σ ( ))( ;σ) 0.5
6 ( | σ| ( )) 2 ( σ ( ))

tt
t t

ν
Φ Π

= −
Φ Π + Φ Π

,     (16) 

или  3 9( ;σ) 0.5 1
6 2 6 2

t ξν
ξ ξ

= − = − +
+ +

,      (17) 

1
0 03( ;σ) : / ( ( )) / ( | σ | ( ))t t tξ θ ε σ= = Φ Π Φ Π  – параметр вида деформированного 

состояния. Так как 0 ( ) 0xΦ >  при 0x > , то 0θ > , ξ 0>  и ( ) 0.5tν <  при 0t > .  
Из (σ ( )) 0tΦ Π >  следует оценка ( ) 1tν > −  при всех 0t > , справедливая для любых 
МФ и любого σ . Для моделей с (0) 0Π =  (нерегулярных) и 0 (0) 0Π ≠  формула 
(16) дает в пределе при 0t →  (0 ) 1ν + = −  для любого σ 0>  (ибо (0) 0Φ = ), а для 
моделей с 0 (0) 0Π =  и (0) 0Π ≠  имеем (0 ) 0.5ν + =  (т.к. 0 (0) 0Φ = ),  
т.е. двусторонняя оценка 1 ( ) 0.5tν− < <  точна. 
 Коэффициент Пуассона (16) может быть отрицательным, поскольку 
возможно ( ) 0tε⊥ > . Критерий отрицательности ( )tν  на некотором интервале 
времени при растяжении имеет вид  
  31

0 03 2( σ ( )) (σ ( ))t tΦ Π > Φ Π .        (18) 
 Из (13) (и сказанного выше) следует, что кривые ползучести в продольном  
и поперечном направлении, вообще говоря, не подобны, т.е. коэффициент 
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Пуассона ( )tν  не постоянен. Критерий постоянства ( )tν  при одноосном 
растяжении (т.е. постоянства ( )tξ  в силу (17)) налагает связь на пары МФ ОС (1), 
управляющими сдвиговыми и объемными деформациями 
  1

0 03( σ ( )) (σ ( ))t k tΦ Π = Φ Π ,   13(0.5 )(1 )k ν ν −= − + , 0t > .  (19) 
В частности, тождество (19) выполняется для несжимаемого материала  
(с 0 ( ) 0tΠ ≡ ), когда ( ) 0.5tν ≡  по (16), но никогда не выполняется при всех 0t >  
(хотя бы при некотором σ ) для реономного материала с упругим изменением 
объема ( 0 ( ) 0t cΠ = > , ( ) consttΠ ≠ ).  
 Коэффициент Пуассона не обязан быть монотонной функцией. Поскольку  
из (17)  

  2

18 ( )( )
(6 2 ( ))

tt
t

ξν
ξ

= −
+



 ,         (20) 

то знаки ( )tν  и ( )tξ−   одинаковы, и потому совпадают интервалы монотонности 
( )tν  и ( )tξ− ;  

2 1 1 1
0 0 0 0 03 3 3( ) ( ( )) [ ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )]t t t t t t t tξ σ σ σ σ σ σ σ− ′ ′= Φ Π Φ Π Π Φ Π − Φ Π Φ Π Π

   
Так как для σ 0>  1

0 03(σ ( )) ( σ ( )) 0t tΦ Π Φ Π >  при всех 0t > , то критерий 
возрастания коэффициента Пуассона (убывания ( )tξ ) на некотором интервале 
времени имеет вид  
  1 11 1 1

0 0 0 0 03 3 3( ( )) ( σ ( )) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )t t t t t tσ σ σ σ σ− −′ ′Φ Π Φ Π Π < Φ Π Φ Π Π  .  
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Рис.2. Графики коэффициента Пуассона ( )tν  и параметра ( )tξ  модели (15)  
с 0 0.02α =  (кривые 1-6) и с 0 0α =  (штрих-пунктирные линии 1’- 6’) при 

0.5;0.6;0.7;0.8;0.9; 1σ = . 
 

 На рис.2 приведены графики коэффициента Пуассона ( )tν  модели (15) 
(кривые 1-6) и параметра вида деформированного состояния ( ) / 2tξ  (штриховые 
кривые 1-6) для тех же уровней напряжения 0.5;0.6;0.7;0.8;0.9; 1σ = , что и на 
рис.1. ( )tν  убывает от (0) 0.5ν =  до ( ) 1ν ∞ = − . Для сравнения приведены графики 



418 

( )tν  (штрих-пунктирные линии 1’-6’) для другой модели, отличающейся  
от модели (15) только тем, что 0 0α =  и 0 0( ) constt βΠ = = , 0 2β =  (такая функция 
ползучести моделирует упругое изменение объема); коэффициент Пуассона  
в этом случае ведет себя совсем иначе: ( )tν  возрастает (оставаясь 
отрицательным), а не убывает, и диапазон его изменения для каждого σ  
значительно уже, чем ( 1;0.5]− , (0)ν  и ( )ν ∞  зависят от σ . Кроме того, все КП  
и параметр ( )tξ  ограничены (ибо обе функции ползучести ограничены), а ( )tξ  
убывает от 0 0ξ(0) (β σ / 3) / ((β γ)σ )= Φ Φ −  до 0 0ξ( ) (β σ / 3) / (βσ )∞ = Φ Φ ,  
а не возрастает.  
 Если рассмотреть модель (15) с 0.01α = , вместо 0α = , то получим пример 
немонотонности ( )tν  (кривые 10, 11 для 0.4;0.5σ = ). 
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Рис.3. Графики ( )tν  и ( )tξ  модели (21) при 0.2;0.3;0.4;0.5;1.0σ =  (кривые 

2,3,4,5,10). 
 
 На рис.3 приведены графики ( )tν  (сплошные линии) и ( ) / 2tξ  (штриховые) 
модели с МФ 
  ( ) nx AxΦ = ,  0 0( ) mx A xΦ = ,  ( ) tt t e λα β γ −Π = + − ,  0 0 0( )t tα βΠ = +  (21) 
при 0.01A = , 6n = , 0 0.1A = , 3m = , 0.01α = , 1β = , 0.5γ = , 0.1λ = , 0 0.02α = , 

0 0.1β =  (она отличается от модели (15) только видом функции ( )xΦ ) для уровней 
напряжения 0.2;0.3;0.4;0.5;1.0σ =  (кривые 2-5,10). В этом случае графики ( )tν   
и ( )tξ  имеют точки максимума и минимума и горизонтальную асимптоту: 

( ) 0.5tν →  и ( ) 0tξ →  при t → ∞ ; 
1

0 0 0 0ξ(0) (β (σ / 3) / ((β γ)σ ) 3 β (β γ) σm n m m n m nA A A A− − − −= − = − . Чем больше σ , тем 
выше лежит график ( )tν  и ниже ( )tξ , поскольку n m>  (график ( )tξ  для 0.2σ =  
не изображен, т.к. значения ( )tξ  слишком велики). Поведение ( ,σ)tν  и ξ( ,σ)t  
модели (21) с показателями n m<  совсем иное (на рис.3 приведены штрих-
пунктирные кривые 3’,5’,10’ для модели с 2 3n m= < =  при 0.3;0.5;1.0σ = ): 
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ξ(0) 0= , ξ( )t  возрастает по t  и σ , ( )tν  монотонно убывает от (0) 0.5ν =   
до асимптоты ( ) 1ν ∞ = −  и, чем больше σ , тем ниже лежит график ( )tν  (как и на 
рис.2). 

 
4. ВЛИЯНИЕ ВСЕСТОРОННЕГО ДАВЛЕНИЯ НА КРИВЫЕ 

ПОЛЗУЧЕСТИ ОС (1)  
 

 Рассмотрим испытания цилиндрического образца на растяжение постоянной 
нагрузкой в сочетании с всесторонним давлением, т.е. нагружение вида (3)  
в точке рабочей части образца. Очевидно, девиатор и интенсивность напряжений 
не меняются при наложении давления на одноосное нагружение: 

1
3 σ ( ) (2, 1, 1)h t= − −diags  и σ | σ| ( )h t= . В силу тензорной линейности ОС (7)  

не изменятся и интенсивность деформаций ( ) (|σ| ( ))t tε = Φ Π , и девиатор 
деформаций ε( ) (1; 0.5; 0.5)z t= − −diage , где sgn σ 1z = = ± . Изменятся только 
шаровая часть тензора σ  (среднее напряжение 0 / 3 pσ σ= − , p  – краткое 
обозначение p ) и объемная деформация  
  1

0 0 0 0 03θ( ;σ, ) (σ ( )) (( σ ) ( ))t p t p t= Φ Π = Φ − Π .     (22) 
У тензора деформаций 0ij ij ijeε ε δ= +  отличны от нуля только диагональные 
компоненты:  
  1 1

11 0 03 3( ;σ, ) (|σ| ( )) (( σ ) ( ))t p z t p tε = Φ Π + Φ − Π ,    (23) 
  1 1 1

22 33 0 02 3 3( ;σ, ) ( ;σ, ) (|σ| ( )) (( σ ) ( ))t p t p z t p tε ε= = − Φ Π + Φ − Π   (24) 
 Так как 0 ( ) 0tΠ >  и функция 0 ( )xΦ  возрастает, то для любого σ 0>  (будем 
для определенности рассматривать случай растяжения, когда 1z = ), семейства 
функций (22)-(24) убывают по параметру p  (в любой фиксированный момент 
времени): чем выше уровень давления, тем ниже вдоль оси деформации 
(объемной, осевой или поперечной) расположены все кривые ползучести (22)-(24), 
тем больше давление тормозит осевую и объемную ползучесть по сравнению  
с одноосным растяжением (что и наблюдается в испытаниях материалов).  
 Из возрастания МФ ( )xΦ , ( )tΠ , 0 ( )xΦ  и 0 ( )tΠ  следует, что при 1

30 σp≤ ≤  
объемная и осевая деформации (22) и (23) положительны и монотонно 
возрастают по t  на полуоси 0t >  (как и в случае одноосного растяжения). При 

1
3 σp =  θ( ) 0t ≡  (в силу ограничения 0 (0) 0Φ = ), 11( ) (σ ( ))t tε =Φ Π  и возрастает,  

а поперечная деформация 1
22 2( ) (σ ( ))t tε ε⊥ = = − Φ Π  убывает. Если же 1

3 σp > ,  
то θ( ;σ, )t p  и второе слагаемое в (23) отрицательны (ибо 0 ( ) 0xΦ <  при 0x < )  
и убывают по t , и потому возможны как отрицательность 11( )tε  на некоторых 
интервалах времени (в частности, в окрестности начального момента 0t = , если 
выполнено неравенство 1 1

0 03 3(σ (0)) (( σ ) (0))pΦ Π < − Φ − Π , – например, в случае 
(0) 0Π = , 0 (0) 0Π ≠ ), так и нарушение монотонности 11( )tε . Скорость осевой 

ползучести 
  1 1 1

11 0 0 03 3 3( ) (σ ( ))σ ( ) (( σ ) ( ))( σ ) ( )t t t p t p tε ′ ′=Φ Π Π + Φ − Π − Π 

 , 
поэтому при достаточно большом давлении возможно 11( ) 0tε < , если только 

0 ( ) consttΠ ≠  (если объемные деформации не упруги). Условие наличия точки 
экстремума 11( ) 0tε =  на КП – существование решения уравнения 
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  1 1
0 0 039 (σ ( )) ( ) (3 σ 1) (( σ ) ( )) ( )t t p p t t−′ ′Φ Π Π = − Φ − Π Π  .   (25) 

В зависимости от соотношения между парами МФ, управляющими сдвиговыми  
и объемными деформациями, КП (23) может иметь точку максимума (в случае 
возрастания 11( )tε  в правой окрестности 0t = ) или минимума (в случае убывания 

11( )tε  в правой окрестности 0t = ). Поперечная деформация (24), наоборот, 
убывает на всем интервале 0t >  для любых МФ в случае 1

3 σp >   
(т.к. θ( ;σ, ) 0t p < ) и отрицательна (и потому | ( ) |tε⊥  монотонно возрастает при 

0t > ). А в случае 1
30 σp≤ ≤  деформация ( )tε⊥  и | ( ) |tε⊥  не обязаны быть 

монотонными функциями: они могут убывать на всем интервале 0t >  (например, 
( )tε⊥  убывает при 0 ( ) constt cΠ = = , т.е. в случае упругой зависимости объемной 

деформации от давления, когда 1 1
2 3(σ ( ))t Cε⊥ = − Φ Π + , 1

0 3: ( ( σ ) )C c p= Φ − ), могут 
иметь точки экстремума, а ( )tε⊥  может менять знак (например, в случае 

3
2 (σ (0))C > Φ Π , когда (0) 0ε⊥ >  и (0) 0ν < ). Поскольку из (23) 

  1 1 1 1
0 0 02 3 3 3( ) (σ ( ))σ ( ) (( σ ) ( ))( σ ) ( )t t t p t p tε⊥ ′ ′= − Φ Π Π + Φ − Π − Π 

 , (26) 
то при σ 0>  условие убывания ( )tε⊥  на некотором интервале имеет вид 
  1 1

0 0 03 3
3
2( / σ) (( σ ) ( )) ( ) (σ ( )) ( )p p t t t t′ ′− Φ − Π Π < Φ Π Π  . 

При 1
3 σp >  оно выполнено при любых МФ, ибо левая часть отрицательна,  

а правая положительна (в силу 0 ( ) 0x′Φ > , ( ) 0x′Φ >  при 0x ≠ ).  
 Если ФП ( )tΠ  ограничена (например, ФП (9) с 0α = ),  
то ε( ) (σ ( ))∞ = Φ Π ∞ < ∞ , если 0 ( )tΠ  ограничена, то объемная деформация 
ограничена ( 1

0 0 03θ( ) (σ ( ))∞ = Φ Π ∞ ), 1
0 3σ σp= − , если обе ФП ограничены, то обе 

КП (23), (24) тоже имеют при t → ∞  горизонтальные асимптоты: 
       1

11 0 0 03( ) (σ ( )) (σ ( ))zε ∞ = Φ Π ∞ + Φ Π ∞ ,   1 1
0 0 02 3( ) (σ ( )) (σ ( ))zε⊥ ∞ = − Φ Π ∞ + Φ Π ∞ . 

Отметим, что КП (22)-(24) могут иметь точки перегиба и стадию ускоренной 
ползучести при надлежащем выборе МФ [56]. 
 На рис.4,а приведены КП (22)-(24) той же модели (15), что и на рис.1, при 
фиксированном 0.25p =  и шести уровней напряжения 0.5;0.6;0.7;0.8;0.9; 1σ =  
(КП 1-6, обозначения те же, что и на рис.1,б). В отличие от случая 0p =  (рис.1), 
при σ / 3p >  объемная деформация (штрих-пунктирные КП) отрицательна,  
а любая осевая КП имеет точку максимума (см. КП 1-3). Поперечная деформация 

22ε ε⊥ =  имеет точку минимума (и меняет знак) лишь при σ / 3p <  (см. КП 4-6),  
а при σ / 3p >  ( )tε⊥  убывает, оставаясь отрицательной. Времена, 
соответствующие точкам экстремума и смены знака, могут быть велики или могут 
превышать время разрушения образца, и экстремумы могут не наблюдаться  
в испытаниях. 
 На рис.4,б приведены КП (22)-(24) той же модели (15), что и на рис.1, при 
фиксированном σ 1=  и разных величинах давления: 1

30;0.1;0.2; ;0.5;0.6;1.0p =  
(КП 0,1,2,3,5,6,10). Только КП при σ / 3p =  (тогда ( ) 0tθ ≡ , 

11 22ε ( ) ε( ) (σ ( )) 2ε ( )t t t t= = Φ Π = − ) ограничены и имеют горизонтальные асимптоты 
при t → ∞  (кривые 3). Любая осевая КП при σ / 3p >  имеет точку максимума  
и интервал убывания (см. КП 5,6,10). Податливость при осевой ползучести: 
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1 1
11 0 0 03κ : ε ( ) / σ σ [ (σ ( )) (σ ( ))]t t t−= = Φ Π + Φ Π . Характер зависимости κ( ,σ, )t p   

от аргументов t  и p  такой же, как у КП (23), в частности, κ  убывает с ростом p  
(что и наблюдается в испытаниях материалов [3-6]). А зависимость κ  от σ  уже  
не обязана быть возрастающей (как и при одноосной ползучести, как и 
зависимость сдвиговой податливости 1( ) / σ σ (σ ( ))S t tε −= = Φ Π ), и может вести 
себя по-разному (что и наблюдается в испытаниях разных материалов: например, 
у полиметилметакрилата κ(σ)  убывает, а у полиэтилена высокой плотности – 
возрастает [6, с.164]). В самом деле, 

2 1 1
0 0 0 0 0 0 09 3κ / σ σ [σ ( ) (σ ( )) σ ( ) (σ ( )) (σ ( )) (σ ( ))]t t t t t t− ′ ′∂ ∂ = Π Φ Π + Π Φ Π − Φ Π − Φ Π , 

где первые два слагаемых положительны, третье отрицательно, а знак последнего 
совпадает со знаком параметра 1

0 3σ σp= − . 
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Рис.4. Кривые ползучести (22)-(24) модели (15): а – при фиксированном 0.25p =  

и разных 0.5;0.6;0.7;0.8;0.9; 1σ =  (КП 1-6); б – при фиксированном σ 1=   
и разных давлениях 1

30;0.1;0.2; ;0.5;0.6;1.0p =  (КП 0,1,2,3,5,6,10). 
 

 На рис.5,а,б приведены графики податливостей 11( ) / σtε  (сплошные кривые 
1-6 в верхней части рис.), ( ) / σtε⊥  (сплошные кривые 1-6 в нижней части рис.), 

( ) / σtε  (штриховые линии), ( ) / σtθ  (штрихпунктирные) той же модели (15) для 
тех же уровней напряжения 0.5;0.6;0.7;0.8;0.9; 1σ =  (КП 1-6), что и на рис.4,а.  
На рис.5,а – для одноосного растяжения (для 0p = ): все податливости возрастают 
по σ , как и семейство КП на рис.1; их сильная зависимость от σ  свидетельствует 
о выраженной нелинейности поведения модели при ползучести (в случае 
линейного ОС вязкоупругости (4) податливости не зависят от σ ). На рис.5,б – для 

0.25p =  (величина давления близка к средней величине σ / 3  для 
рассматриваемого диапазона σ ). Сравнение рис.5,а,б показывает, что приложение 
давления может существенно изменить характер зависимостей податливостей  
от времени (прежде всего, за счет смены знака ( )tθ  при 1

3 σp >  и влияния 
объемной ползучести на осевую).   
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 Объемная податливость 1 1
0 03: ( ) / (( ) ( ))w t p p p tθ σ−= = Φ − Π  тоже может 

быть и убывающей, и возрастающей, и немонотонной по p  (что и наблюдается  
в испытаниях материалов). В самом деле, 

2 1 1
0 0 0 0 03 3/ [ ( ) (( ) ( )) (( ) ( ))]w p p p t p t p tσ σ− ′∂ ∂ = − Π Φ − Π − Φ − Π , и / 0w p∂ ∂ <  в случае 

1
30 σp< <  (ибо 0 ( ) 0tΠ > , 0 ( ) 0x′Φ > , 0 ( ) 0xΦ >  при 0x > ), а в случае 1

3 σp >  
второе слагаемое положительно и возможно / 0w p∂ ∂ > , если 

1 1
0 0 0 0 03 3( ) (( ) ( )) (( ) ( )) 0p t p t p tσ σ′Π Φ − Π + Φ − Π < , т.е. если 

0 0 0( ) / ( ) ( )x x p t′−Φ Φ > Π , где 1
03: ( ) ( ) 0x p tσ= − Π < . Например, для моделей  

с нечетной МФ 1
0 0( ) | |mx A x x −Φ = , 0m >  (нечетность 0Φ  означает, что объемная 

сжимаемость материала не зависит от знака среднего напряжения), будет 
1 1 1 1

0 0( ) / ( ) | | / | |m mx x m x x x m x− − − −′Φ Φ = = , и критерий возрастания ( )w p  примет вид 
1 1

0 03( ) ( ) ( )m p t p tσ−− − Π > Π , т.е. / 3(1 )p mσ < −  (это условие не зависит от t  и ФП 

0Π ). Т.к. 0 / 3pσ< < , это неравенство совместно лишь при (0;1)m∈ , и в этом 
случае ( )w p  возрастает при любом 1

3 / (1 )p mσ> −  и всех 0t >  (а при 
11 1

3 3( , (1 ) )p mσ σ −∈ −  ( )w p  убывает, как и при 1
3 σp < ). 
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Рис.5. Податливости модели (15) (КП (22)-(24), деленные на σ ): а – при 0p = , б – 

при 0p > . 
 

5. ЗАВИСИМОСТЬ СВОЙСТВ КОЭФФИЦИЕНТА ПУАССОНА  
ОТ ДАВЛЕНИЯ 

 
 Из уравнений кривых ползучести (23) и (24) найдем коэффициент Пуассона 

11/ν ε ε⊥= −  

  
1

0 03
1

0 03

3 (( σ ) ( ))( ;σ, ) 0.5
6 (|σ| ( )) 2 (( σ ) ( ))

p tt p
z t p t

ν
Φ − Π

= −
Φ Π + Φ − Π

,   (27) 

 ν( ;σ, ) (ξ( ;σ, ))t p f t p= ,   3 9( ) : 0.5 1
6 2 6 2

zf
z z

ξξ
ξ ξ

= − = − +
+ +

,   3ξ ≠ − , (28) 
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где sgn σ 1z = = ± , 1
0 03( ;σ, ) : / (( ) ( )) / (|σ| ( ))t p p t tξ θ ε σ= = Φ − Π Φ Π  – параметр 

вида деформированного состояния. Аналогичный параметр вида напряженного 
состояния 0: 3 ( ) / ( ) ( 3 ) / 1 3 /t t p pσξ σ σ σ σ σ= = − = −  не зависит от времени; это 
верно и для параметров Лоде тензоров напряжений и деформаций, равных 1−  при 
любых σ 0> , 0p ≥ , 0t >  
 2 1 3 1 3 11 11(2 ) / ( ) ( ) / ( ) 1εµ ε ε ε ε ε ε ε ε ε⊥ ⊥= − − − = − − = − ,   11 11/ 1σµ σ σ= − = − .  
 В дальнейшем будем для определенности рассматривать случай σ 0>  
( 1z = ). В случае 1

3[0; σ)p ∈  имеем ( ) 0tθ > , ξ( ) 0t >  и ( ) 0.5tν <  при 0t > ,  
а возрастание ( )xΦ , ( )tΠ  и (σ ( )) 0tΦ Π >  влечет неравенство 

(σ ( )) (σ (0))tΦ Π > Φ Π  и оценку снизу для коэффициента Пуассона (27) 
1( ) 0.5 3 ( )[6 (σ (0)) 2 ( )]t t tν θ θ −> − Φ Π +  (она учитывает специфику МФ и программы 

нагружения). Из (σ ( )) 0tΦ Π >  следует универсальная (но более грубая) оценка 
снизу ( ) 1tν > − , справедливая при всех 0t >  для любых МФ и любых σ 0> , 

0p ≥ . Для моделей с (0) 0Π =  и 0 (0) 0Π ≠  формула (27) дает в пределе при 0t →  
начальное значение (0 ) 1ν + = −  для любых σ 0> , 0p ≥ , а для моделей с 0 (0) 0Π =  
и (0) 0Π ≠  имеем (0 ) 0.5ν + = .  
 Коэффициент Пуассона (27) может быть отрицательным, поскольку при 

1
3 σp <  возможно ( ) 0tε⊥ > . Критерий отрицательности ( )tν  на некотором 

интервале времени имеет вид  
  ( ) 1.5tξ > ,   или   31

0 03 2(( σ ) ( )) (σ ( ))p t tΦ − Π > Φ Π ,    (29) 
С ростом параметра p  область отрицательности ( )tν  на оси времени сужается 
(ибо левая часть (29) убывает), а если 1

3 σp ≥ , то ( ) 0tν >  при 0t > . Если 
(0) 0Π = , а 0 (0) 0Π ≠ , то при всех 1

3 σp <  множество решений (29) содержит 
правую окрестность точки 0t = , поскольку (σ (0)) 0Φ Π = ,  
а 1

0 03(( σ ) (0)) 0pΦ − Π > . Если ( )tΠ  ограничена, а 0 ( )tΠ  и 0 ( )xΦ  не ограничены, 
то при любом 1

3 σp <  множество решений (29) содержит луч [ ; )T +∞ , где t T=  – 
решение уравнения 31

0 03 2(( σ ) ( )) (σ ( ))p tΦ − Π = Φ Π ∞  (с неограниченно 
возрастающей левой частью).  
 Докажем, что коэффициент Пуассона (27) (в случае σ 0> ) возрастает по 
параметру p  в любой момент времени (что и наблюдается в испытаниях 
материалов). Функция 11 4.5(3 ξ)f −= − + + , из (28) (и обратная ей функция 

3
2ξ(ν) (1 2ν) / (1 ν)= − + , 1ν ≠ − ) убывает на интервалах ( , 3)−∞ −  и ( 3, )− +∞  (рис.6), 

(0) 0.5f =  и при ξ → ±∞  имеем 1ν → − , 11/ 0ε ε →  и 11/ 3θ ε → . Так как 
( ;σ, )t pξ , очевидно, убывает по p  (в силу 0 ( ) 0tΠ >  и 0 ( ) 0x′Φ > ), то из убывания 

функции (ξ)f  следует, что ν( ;σ, )t p  возрастает по p . В случае 1
30 σp≤ ≤  

имеем ( ) 0tθ > , ( ) 0tξ >  (т.к. 0 ( ) 0xΦ >  при 0x > ) и 1 ( ) 0.5tν− < < ; при 1
3 σp =  

( ) 0tθ ≡ , ( ) 0tξ ≡ , ν( ) 0.5t ≡ , а если 1
3 σp > , то 0θ < , ( ) 0tξ <  и ( ) 0.5tν > , пока 

( ) 3tξ > −  (а в случае ( ) 3tξ < − , т.е. когда 11ε ( ) 0t < , нарушается неравенство 
( ) 1tν > − ). 

 



424 

-9 -6 -3 0 3 6 9

-4

-3

-2

-1

0

1

2

1

2

ν

ξ

 
Рис.6. График зависимости ν (ξ)f=  из (28). 

 
 Исследуем интервалы монотонности ( )tν . Дифференцируя (28), получим 
формулу (20). Знаки ( )tν  и ( )tξ−   одинаковы, и потому совпадают интервалы 
монотонности ( )tν  и ( )tξ− . Т.к.  

2
0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ( )) [ (σ ( ))σ ( ) ( ( )) (σ ( )) ( ( )) ( )]t t t t t t t tξ σ σ σ σ− ′ ′= Φ Π Φ Π Π Φ Π − Φ Π Φ Π Π

  ,  
1

0 3σ σ p= − ,  
то при 1

3 σp =  ( ) 0tξ ≡  и ( ) 0tν ≡  (т.к. 0 (0) 0Φ = ), а при 1
3 σp ≠  критерий 

возрастания коэффициента Пуассона (убывания ( )tξ ) на некотором интервале 
времени имеет вид  
  0 0 0 0 0 0 0 0(σ ( ))σ ( ) (σ ( )) (σ ( )) (σ ( ))σ ( )]t t t t t t′ ′Φ Π Π Φ Π < Φ Π Φ Π Π  . 
Поскольку 0 0 0 0σ (σ ( )) (σ ( )) 0t tΦ Π Φ Π >  для любых σ 0> , 1

3 σp ≠  и всех 0t >   
(из ограничений, наложенных на МФ следует, что 0 ( ) 0x xΦ >  при 0x ≠ ),  
то поделив неравенство на это выражение, получим критерий возрастания ( )tν  
при 1

3 σp ≠  в форме с разделенными парами МФ, управляющими сдвиговыми  
и объемными деформациями 
  1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0(σ ( )) (σ ( )) ( ) σσ ( ) (σ ( )) (σ ( ))t t t t t t− − −′ ′Φ Π Φ Π Π < Π Φ Π Φ Π  .  
Случай равенства дает уравнение для точек экстремума 
  1 1 11 1 1

0 0 0 0 03 3 3(( σ ) ( )) (( σ ) ( )) ( ) σ( σ ) ( ) (σ ( )) (σ ( ))p t p t t p t t t− − −′ ′Φ − Π Φ − Π Π = − Π Φ Π Φ Π  .  
 На рис.7,а приведены графики ( )tν  и ( )tξ  модели (15) (той же, что и на 
рис.2 и 4) при фиксированном σ 1=  и разных величинах давления: 

1
30;0.1;0.2; ;0.4;0.5;0.6p =  (кривые 0-6, ( )tξ  – штриховые линии). При σ / 3p <  

( )tξ  возрастает, а ( )tν  убывает; при σ / 3p =  ( ) 0.5tν ≡  и ( ) 0tξ ≡ . При σ / 3p >  
( )tξ  убывает (кривые 4-6), а причиной отрицательности коэффициента Пуассона 

может быть смена знака осевой деформации (рис. 4), а не только поперечной;  
в момент ˆ( ,σ)t t p= , когда 11ε ( ) 0t =  (т.е. ( ) 3tξ = − ), очевидно, ( )tν  имеет разрыв 
второго рода и возрастает на каждом из интервалов ˆ(0; )t , ˆ( ; )t +∞ ). В случае 

σ / 3p ≠  при t → ∞  ( )tξ → ±∞  (знак совпадает с sgn(σ / 3 )p− ) и ( ) 1tν → − . 
 Как было показано выше, коэффициент Пуассона ( )tν  и параметр вида 
деформированного состояния ( )tξ  могут быть немонотонными. На рис.7,б 
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приведены графики ( )tν  и ( )tξ  модели (21) (той же, что и на рис.3; она 
отличается от модели (15) только видом ( )xΦ ) для 0.3σ =  и разных давлений: 

0;0.01;0.03;0.05;0.1;0.15;0.18p =  (кривые 0,1,3,5,10,15,18, ( )tξ  – штриховые 
линии). В этом случае все графики ( )tν  и ( )tξ  имеют точки максимума  
и минимума и горизонтальную асимптоту: ( ) 0.5tν →  и ( ) 0tξ →  при t → ∞ ; 

0 0ξ(0) (β (σ / 3 ) / ((β γ)σ )m nA p A= − − . При σ / 3p =  (кривые 10) ( ) 0.5tν ≡ , ( ) 0tξ ≡ . 
Чем выше уровень давления p , тем выше лежит график ( )tν  и ниже – ( )tξ . 
 В силу (28) критерий постоянства коэффициента Пуассона равносилен 
постоянству параметра ( )tξ , он налагает связь на пары МФ ОС (1), 
управляющими сдвиговыми и объемными деформациями 
  1

0 03(( σ ) ( )) (σ ( ))p t k tΦ − Π = Φ Π ,   13(0.5 )(1 )k ν ν −= − + , 0t > .  (30) 
Тождество (30) не может выполняться при всех p  (для некоторого 
фиксированного σ ), если ν  не зависит от p , за исключением случая 
несжимаемого материала (с 0 ( ) 0tΠ ≡ , 0.5ν = ). 
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Рис.7. Графики коэффициента Пуассона ( )tν  и параметра вида деформированного 

состояния ( )tξ  при фиксированном σ  и разных величинах давления p :  
а – для модели (15),  б – для модели (21). 

 
 

6. СЛУЧАЙ УПРУГОЙ ЗАВИСИМОСТИ ОБЪЕМНОЙ ДЕФОРМАЦИИ  
ОТ СРЕДНЕГО НАПРЯЖЕНИЯ 

 

 В случае модели с 0 ( ) const 0t cΠ = = > , т.е. когда объемная ползучесть 
считается отсутствующей (это предположение часто применяется для упрощения 
краевых задач), имеем  

(σ, )C pθ = ,   1
0 3( ( σ ) )C c p= Φ − ,   1

11 3(σ ( ))z t Cε = Φ Π + , 
1 1
2 3(σ ( ))z t Cε⊥ = − Φ Π + ,        (31)  

  3( ;σ, ) 0.5
6 (σ ( )) 2

Ct p
z t C

ν = −
Φ Π +

,     ( ;σ, )
(|σ| ( ))

Ct p
t

ξ =
Φ Π

,  (32) 
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Для любых σ 0> , 0p ≥  деформация 11( )tε  возрастает, а ( )tε⊥  убывает при 0t > , 
ибо (σ ( ))tΦ Π  возрастает (в силу возрастания МФ ( )xΦ  и ( )tΠ ). Если 1

3 σp <  
(тогда 0C > ), то ( ) 0tξ >  и убывает, ( )tν  возрастает при 0t > , как и при 
одноосном растяжении, а модуль ( )tε⊥  может быть немонотонным, если 
выполнено неравенство 2

3(σ (0)) (σ ( ))CΦ Π < < Φ Π ∞  (означающее, что (0) 0ε⊥ >   
и ( ) 0ε⊥ ∞ < ). Если же 1

3 σp >  (тогда 0C < ), то ( ) 0tξ <  и возрастает при 0t > ,  
а ( )tν  убывает на каждом из интервалов ˆ(0; )t , ˆ( ; )t +∞ ), где момент ˆ( ,σ)t t p=  – 
решение уравнения ( ) 3tξ = − , т.е. 3 (σ ( ))t CΦ Π = −  (решение существует, если 
3 (σ (0)) 3 (σ ( ))CΦ Π < − < Φ Π ∞ ). Критерий постоянства коэффициента Пуассона 
(30) выполняется только при 0c =  (несжимаемый материал) или ( ) consttΠ =  
(упругий материал).  
 Критерий отрицательности коэффициента Пуассона (29) принимает вид 

2
3(σ ( ))t CΦ Π <  (и может выполняться только при 1

3 σp < ). Если это неравенство 
справедливо в некоторый момент времени t t−= , то ( ) 0tν <  при всех [0; )t t−∈   
(в силу возрастания (σ ( ))tΦ Π ).  
 Из (32) следует, что при t → ∞  ( )tν  стремится к пределу  
  (3 2 ) / (6 2 )L C L Cν ∞ = − + ,   (σ ( ))L = Φ Π ∞ ≤ ∞ .  
Если L < ∞ , то 0,5ν ∞ < , а если L = +∞  (т.е. когда МФ обладают свойствами 

( 0)xΦ − = ∞  и ( )Π ∞ = ∞  или σ ( ) xΠ ∞ > ), то 0,5ν ∞ = . Податливость 
1 1

11 3κ ε ( ) / σ σ [ (σ ( )) ]t t C−= = Φ Π +  при осевой ползучести может и возрастать,  
и убывать по σ , и быть немонотонной: 

2 1
3κ / σ σ [σ (σ ( )) ( ) (σ ( )) ]t t t C− ′∂ ∂ = Φ Π Π − Φ Π − , и знак κ / σ∂ ∂  совпадает со знаком 

функции 1
3( ) ( )x x x C′Φ − Φ − , : σ ( )x t= Π . 

 Зависимость КП (22)-(24) от уровня давления для моделей с 0 ( ) consttΠ =  
упрощается. Как и в общем случае, ( ;σ, )t pξ  и семейства КП 11( ;σ, )t pε   
и ( ;σ, )t pε⊥  убывают по параметру p  (поскольку (σ, )C p  убывает), а ν( ;σ, )t p  
возрастает. Но так как объемная деформация ( ) (σ, )t C pθ =  не зависит от времени, 
то и разность любых двух КП (31) (осевых или поперечных) с одинаковым σ ,  
но разными давлениями 1 2, 0p p > , не зависит от времени: для любых 1 2σ, , 0p p >  
и 0t >  
  11 2 11 1 1 2( ;σ, ) ( ,σ, ) (σ, , )t p t p p pε ε δ− = , 

2 1 1 2( ;σ, ) ( ,σ, ) (σ, , )t p t p p pε ε δ⊥ ⊥− = ,      (33) 
где 1 1

2 1 2 13 3: [ (σ, ) (σ, )] [ ( ;σ, ) ( ;σ, )]C p C p t p t pδ θ θ= − = − , т.е. КП с разными уровнями 
давления получаются друг из друга сдвигом вдоль оси деформации 11ε  или ε⊥  
(причем на одинаковую величину для осевых и поперечных деформации). 
 Указанные свойства, особенно тождество (33) с разными значениями 

1 2,σ, , 0t p p >  и тождество 11( ,σ, ) 2 ( ,σ, ) (σ, )t p t p C pε ε⊥+ =  (в частности, 
независимость от времени его левой части), можно (и удобно) использовать как 
индикаторы применимости гипотезы об упругой (обратимой) зависимости 
объемной деформации от среднего напряжения в сочетании с ОС (1) по кривым 
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ползучести 11( ;σ, )t pε  и ( ;σ, )t pε⊥  в серии испытаний материала при совместном 
действии растягивающей силы и давления с разными уровнями p  и σ . МФ 

0 ( )xΦ  легко находится по данным таких испытаний из соотношения 
1

0 3( ;σ, ) ( ( σ ) )t p c pθ = Φ −  по измеренным величинам 

11θ(σ, ) ( ,σ, ) 2 ( ,σ, )p t p t pε ε⊥= + . МФ ( )xΦ , ( )tΠ  можно найти из уравнения КП 
(23) или из тождества 11( ,σ, ) ( ,σ, ) 1.5 (|σ| ( ))t p t p z tε ε⊥− = Φ Π . Однако разработка 
методик идентификации ОС (1) – тема других статей. 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 Аналитически изучены уравнения (22)-(24) семейств кривых объемной, 
продольной и поперечной ползучести, порождаемых ОС (1) с четырьмя 
произвольными материальными функциями при одноосном нагружении  
в сочетании с постоянным гидростатическим давлением, характерные 
качественные свойства кривых ползучести ( )tθ , 11( )tε , ( )tε⊥  (интервалы 
монотонности и выпуклости, точки экстремума, асимптотика и т.п.) и их 
зависимость от параметров p  и σ  программы нагружения (3) и от общих 
(минимальных) ограничений, наложенных на материальные функции. Показано, 
что учет сжимаемости и объемной ползучести может существенно изменить 
качественное поведение кривых осевой и поперечной ползучести 11( )tε  и ( )tε⊥ , 
податливостей 11ε ( ) / σt  и ε ( ) / σt⊥  и коэффициента Пуассона 11( ) / ( )t tν ε ε⊥= − . 
Доказано, что ОС (1) способно моделировать немонотонное изменение  
и знакопеременность осевой и поперечной деформаций 11( )tε  и ( )tε⊥ , 
исследованы условия наличия у них точек экстремума. Выведена формула (28), 
связывающая коэффициент Пуассона и параметр вида деформированного 
состояния ( ) / ( )t tξ θ ε= , исследовано выражение (27) для коэффициента Пуассона 
через материальные функции, время и параметры нагружения (3). Установлено, 
что объемная, осевая и поперечная деформации убывают с ростом давления  
(в любой фиксированный момент времени), коэффициент Пуассона возрастает  
и формы всех кривых изменяются в зависимости от соотношения уровней 
давления и осевого напряжения. Доказано, что для любых МФ в случае 
одноосного нагружения (при 0p = ) и при наложении достаточно малого давления 
(при 1

30 σp< ≤ ) осевая деформация монотонно возрастает во времени, 
коэффициент Пуассона в условиях ползучести может изменяться в диапазоне  
от 1−  до 0.5  (но не обязан быть монотонной функцией или сохранять знак),  
а параметр вида деформированного состояния ( )tξ  изменяется от нуля  
до бесконечности (при этом параметр вида напряженного состояния и параметры 
Лоде тензоров напряжений и деформаций остаются постоянными). Если же 

1
3 σp > , то ( ) 0tξ < , осевая деформация 11( )tε  может иметь точку максимума  

и интервал убывания, а коэффициент Пуассона выходит за границы отрезка 
[ 1;0.5]− : ( ) 0.5tν > , пока ( ) ( 3;0)tξ ∈ − , и ( ) 1tν < − , когда ( ) 3tξ < − . Получены 
условия монотонности и немонотонности ( )tξ  и ( )tν , критерий отрицательности 
коэффициента Пуассона при нагружении (3), критерий его постоянства.  
В частности, доказано, что в случае упругой связи между объемной деформацией 
и средним напряжением коэффициент Пуассона (32) моделируемых реономных 
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материалов не может быть постоянным и не может иметь точек экстремума: он 
строго возрастает при 1

30 σp< ≤  и строго убывает при 1
3 σp > .  

 Найдены специфические свойства КП, которые удобно использовать как 
индикаторы (не)применимости ОС (1) в сочетании с гипотезой об упругой 
(нелинейной) зависимости объемной деформации от среднего напряжения  
по данным серии испытаний материала на ползучесть при совместном действии 
растягивающей силы и гидростатического давления. 
 В дальнейшем будут изучены общие качественные свойства кривых 
нагружения с постоянными скоростями, порождаемых ОС (1) с произвольными 
материальными функциями при растяжении с наложением всестороннего 
давления, исследованы возможности моделирования разносопротивляемости 
растяжению-сжатию и эффектов влияния давления и его скачков на кривые 
нагружения, наблюдаемых в испытаниях разных материалов, и разработаны 
методики идентификации ОС (1) по испытаниям с разными программами. 
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