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АННОТАЦИЯ 
 

Рассматривается нелинейная динамика плоской стержневой системы, состоящей  
из упругих нерастяжимых стержней, связанных между собой на концах упруговязкими 
узловыми шарнирами, допускающими большие углы поворота. Стержневая система 
присоединена к недеформируемому космическому аппарату, который совершает поворот 
относительно своего центра тяжести и перемещения по горизонтальной и вертикальной 
оси как свободное твердое тело. Движение рассматриваемой системы описывается  
в подвижной системе координат. Перемещения каждого стержня характеризуются его 
конечным поворотом как твердого тела относительно прямой, проходящей через два 
соседних шарнирных узла, и изгибом с малым поперечным перемещением.  

Приведены с необходимыми пояснениями уравнения движения в компактном виде, 
которые получены в скоростях для космического аппарата и в выбранных обобщенных 
координатах для стержневой системы на основании принципа возможных перемещений. 
Уравнения также получены в матричном виде, удобном для численного интегрирования. 

Представлена постановка задачи, которая получается путем редуцирования 
исходной системы уравнений по квазистатическому изгибу. Из уравнений движения 
исключаются «быстрые» движения, которые представляют собой изгиб каждого стержня, 
т.е. первые и вторые производные от углов между касательной к изогнутой оси стержня  
и его недеформированной осью. В результате в матричном виде записана новая система 
уравнений с необходимыми пояснениями. 

Приведены примеры расчета с необходимыми сравнениями между двумя 
подходами: задача о реакции стержневой системы на произвольный возмущающий 
импульс; задача о развертывании стержневой системы из одного положения в другое при 
помощи включения упруговязких зажимов, интегрированных в узловые шарниры, за счет 
центробежных и инерционных сил. 
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ABSTRACT 
 

Nonlinear dynamics of a planar rod system consisting of elastic inextensible rods, 
connected at the ends by elastic knot joints that allow large angles of rotation, is considered. 
The rod system is connected to an undeformed spacecraft that makes a turn about its center of 
gravity and movements along the horizontal and vertical axis as a free solid body. The motion 
of the system under consideration is described in a mobile coordinate system. The 
displacements of each rod are characterized by its final rotation as a rigid body with respect to a 
straight line passing through two adjacent hinges and a bend with a small transverse 
displacement. 

The equations of motion in compact form with the necessary explanations are given, 
which are obtained at speeds for the spacecraft and in the selected generalized coordinates for 
the rod system on the basis of the principle of possible displacements. Equations are also 
obtained in a matrix form convenient for numerical integration. 

The statement of the problem is presented, which is obtained by reducing the initial 
system of equations by quasistatic bending. From the equations of motion, "rapid" movements 
are excluded, which represent the bending of each rod, i.e. the first and second derivatives of the 
angles between the tangent to the curved axis of the rod and its undeformed axis. As a result, a 
new system of equations with necessary explanations is written in the matrix form. 

Examples of calculations with the necessary comparisons between two approaches are 
given: the problem of the reaction of a rod system to an arbitrary perturbing impulse; the 
problem of the deployment of the rod system from one position to another by the inclusion of 
elastic-viscous clamps integrated into the hinges, due to centrifugal and inertial forces. 
 
Keywords: nonlinear dynamics; spacecraft; rod system; mobile coordinate system; 
transformable system; reduction; quasi-static bend 

 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Динамике упругих стержневых систем при больших перемещениях и углах 
поворота посвящены работы [см. например, 1,2]. Такие системы имеют 
многочисленные практические приложения к различным задачам динамики 
космических конструкций [3-5]. Например, используемые в настоящее время 
космические аппараты (КА) представляют собой, как правило, сложные 
конструкции, состоящие из различных элементов. После выведения на орбиту эти 
системы, предварительно компактно упакованные, претерпевают существенные 
изменения формы, приобретая конфигурацию, определяемую функциональным 
предназначением КА. К таким системам относятся панели солнечных батарей, 
штанги гравитационной стабилизации, космические манипуляторы, ферменные 
конструкции, антенные конструкции, тросовые системы и т.д. Задачам 
моделирования развертывания или трансформации таких систем посвящены 
многочисленные работы [6-12]. 

В конечно-элементных моделях гибких стержневых систем, используемых  
в комплексах (ANSYS, NASTRAN, FEMAP, ABAQUS и др.), наряду с изгибом  
и кручением обычно учитывается и продольное растяжение стержней. Это 
приводит к сравнительно простым и разреженным системам дифференциальных 
уравнений для узловых перемещений и углов поворота [5]. Однако вследствие 
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большой жесткости элементов на растяжение по сравнению с изгибом  
и кручением в таких конечно-элементных моделях присутствуют 
высокочастотные осцилляции, связанные с продольными перемещениями. 
Поэтому дифференциальные уравнения движения таких систем являются 
уравнениями «жесткого типа» и проявляют склонность к вычислительной 
неустойчивости на больших интервалах времени. 

В отличие от [13], в данной работе рассмотрена плоская трансформируемая 
стержневая система, состоящая из упругих нерастяжимых стержней, движение 
которой описывается в подвижной системе координат. 

В данной работе, являющейся продолжением работ [14,15], представлена 
постановка задачи, которая получается путем редуцирования исходной системы 
уравнений по квазистатическому изгибу. Из уравнений движения исключаются 
«быстрые» движения, которые представляют собой изгиб каждого стержня,  
т.е. первые и вторые производные от углов между касательной к изогнутой оси 
стержня и его недеформированной осью. 

 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

 

Рассматривается соединенная с КА в узле 0=k  с координатами 0x , 0y  
плоская стержневая система, состоящая из упругих произвольно 
ориентированных нерастяжимых стержней, связанных между собой на концах 
упруговязкими узловыми шарнирами, допускающими большие углы поворота, 
рис. 1. 

 
Рис. 1. Модель КА с присоединенной стержневой системой. 

 

Погонные массы km  и изгибные жесткости kEI  стержней считаются 
постоянными в пределах их длин kl , nk 2,1= . В шарнирных узлах nk 1,0=  
имеются сосредоточенные массы kµ  и пружины с угловой жесткостью kκ   
и вязким демпфированием kν . 

Движение свободной составной системы (КА и стержневая система) 
описывается в подвижной системе координат Cxy , связанной  
с недеформируемым твердым телом (КА), с началом в его центре масс. 
Параметры КА: масса – 0M , момент инерции относительно центра тяжести – 0J . 
Проекции скорости точки C  на оси подвижной системы координат обозначим 
через )(tCxυ , )(tCyυ , а угловую скорость КА – через )(tΩ . Кинематика КА 
определяется проекциями на оси подвижной системы координат перемещений 
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центра тяжести Cxu  и Cyu , а также углом поворота Cθ : CyCxCx uu Ω−=υ  ; 

CxCyCy uu Ω+=υ  . 
Активное управление системой может осуществляться за счет приложенных 

к КА сил )(tX C , )(tYC  и момента )(tM C  (рис.1) с последующим торможением  
на упруго-вязких ограничителях. 

Перемещения k -го стержня относительно подвижной системы координат 
обусловлены его поворотом как твердого тела на угол )(tkϕ , отсчитываемым  
от оси x  (т.е. поворотом прямой, проходящей через узлы 1−k  и k ), и изгибом 
относительно этой прямой. Изгибное (поперечное) перемещение ),( tskη  точки s  
k -го стержня будем считать малым и упругим и будем представлять его углами 

kα  и kβ  между касательной к изогнутой оси стержня и его недеформированной 
осью в ( 1−k )-ом и k -ом шарнирных узлах, рис.2. 
 

 
Рис. 2. Стержневой элемент системы. 

 
 

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 
 

Все необходимые предпосылки и пояснения к получению уравнений 
движения с помощью принципа возможных перемещений (принципа Даламбера-
Лагранжа) были представлены в работе [14]. Система 33 +n  обыкновенных 
нелинейных дифференциальных уравнений первого порядка для неизвестных 
скоростей Cxυ , Cyυ , Ω  и второго порядка для обобщенных координат kϕ , kα , kβ  
( nk 2,1= ) записывается в виде 
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В уравнениях (1)-(6): nk 2,1= ; 0=κn , 0=νn . Введены следующие 
обозначения 
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где M  – полная масса рассматриваемой системы; kM  – «отсеченная» масса 
системы, начиная с k -го шарнира; J  – момент инерции системы, значение 
которого зависит от положения стержней на плоскости Cxy  подвижной системы 
координат. 

Нелинейные дифференциальные выражения uxL , uyL , СLθ , kLϕ , kLα , kLβ , 
входящие в (1)-(6), имеют вид 
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Коэффициенты выражений (8) – (13) с учетом симметрии и антисимметрии 
приведены в [15]. 

Для интегрирования с помощью стандартной программы полученная 
система нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка с учетом 
уравнений (1)-(6) и выражений (7)-(13) записывается в матричном виде 

,QKqDpNzpM =+++         (14) 
где T

nnnnССyСx uu 1)33(111 ][ ×+ββααϕϕθ= q  – вектор перемещений и углов 

поворота; T
nnnnСyСx 1)33(111 ][ ×+ββααϕϕΩυυ= 











p  – вектор линейных  
и угловых скоростей; )33()33(),( +×+= nntrMM  – симметричная нелинейная матрица 
инерции, коэффициенты которой зависят от обобщенных координат; 

)33()33()( +×+= nntKK  и )33()33()( +×+= nntDD  – симметричные матрицы жесткости  

и демпфирования соответственно; T
n 1)66(][ ×+= qpr ; 

T
nmmmmmСyСx 1)32(

22 )}])({(}2{[ ×+ϕ+Ωβ−αϕ+ϕΩΩυΩυΩ= 



z  ( m  последовательно 
принимает значения от 1 до n ) – вектор нелинейных частей; )32()33(),( +×+= nntrNN  
– матрица нелинейных частей, коэффициенты которой зависят от обобщенных 
координат, причем квадратная матрица, получающаяся из первых )3( +n  строк  
и столбцов, является антисимметричной; 1)33( ×+nQ  – вектор правых частей, 
обусловленный приложенными силами и моментами. 

Система уравнений (14) решается в программном комплексе компьютерной 
алгебры PTC MathCAD 15.0 M045 с помощью стандартной программы решения 
систем дифференциальных уравнений AdamsBDF, реализующая метод Адамса 
(«нежесткие системы») и метод обратного дифференцирования («жесткие 
системы») с автоматическим выбором между ними исходя из входных данных. 
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3. РЕДУЦИРОВАНИЕ СИСТЕМЫ 
 

Проведем редуцирование полученной системы уравнений движения КА  
с присоединенной стержневой системой по квазистатическому изгибу,  
т.е. исключим «быстрые» движения, которые представляют собой изгиб каждого 
стержня. Для этого: 
1. В уравнениях движения (1)-(6) уберем слагаемые, содержащие kα  и kβ , 

nk 2,1= ; 
2. В выражениях для дифференциальных операторов (8)-(13) уберем слагаемые, 
содержащие kα  и kβ , а также kk β−α 

 , nk 2,1= ; 
3. В коэффициентах, входящих в выражения для дифференциальных операторов 
(8)-(13), надо исключить их зависимость от самих углов изгиба kα  и kβ  и их 
разности kk β−α , nk 2,1=  (см. [15]). 

В результате из модифицированных уравнений (5) и (6) с учетом 
преобразованных выражений для kLα  и kLβ  (12) и (13) можно получить 

выражения для углов kα  и kβ  через Сxυ , Сyυ , Ω , kϕ , СxυΩ , СyυΩ , 2Ω , 

)2( 2
kk ϕ+ϕΩ  , kϕ  и kϕ , nk 2,1= , полученные путем решения системы линейных 

алгебраических уравнений порядка n2 . Эти выражения будут линейными, так как 
была исключена зависимость коэффициентов, входящих в выражения для 
дифференциальных операторов, от углов изгиба. Далее они подставляются  
в уравнения (1)-(4) и с учетом (8)-(11) формируется запись новой редуцированной 
системы дифференциальных уравнений движения в матричном виде, аналогично 
(14) 

,~~~~~~~~~ QqKpDzNpM =+++         (15) 
где T

nnССyСx uu 1)3(1 ][~
×+ϕϕθ= q  – вектор перемещений и углов поворота 

редуцированной системы; T
nnСyСx 1)3(1 ][~

×+ϕϕΩυυ= 


p  – вектор линейных  

и угловых скоростей редуцированной системы; )3()3(),~(~~
+×+= nntrMM  – нелинейная 

несимметричная матрица инерции редуцированной системы, коэффициенты 
которой зависят от обобщенных координат; )3()3()(~~

+×+= nntKK  и )3()3()(~~
+×+= nntDD  – 

несимметричные матрицы жесткости и демпфирования редуцированной системы; 
T

n 1)62(]~~[~
×+= qpr ; T

nmmСyСx 1)3(
22 }]2{[~

×+ϕ+ϕΩΩυΩυΩ= z  ( m  последовательно 
принимает значения от 1 до n ) – вектор нелинейных частей редуцированной 
системы; )3()3(),~(~~

+×+= nntrNN  – матрица нелинейных частей редуцированной 

системы; 1)3(
~

×+nQ  – вектор правых частей, обусловленный приложенными силами 
и моментами, редуцированной системы. 

Система уравнений (15) также решается в программном комплексе 
компьютерной алгебры PTC MathCAD 15.0 M045 с помощью стандартной 
программы решения систем дифференциальных уравнений AdamsBDF. 

 
 

4. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА 
 

Рассмотрим КА со стержневой системой, состоящей из 2=n  элементов,  
и приведем несколько примеров расчета с необходимыми пояснениями. Общие 
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для всех примеров расчета исходные данные: 5,1220 =M  кг, 100 =J  кг·м2, 
35,000 == yx  м. При 0=t  КА находится в покое, если не указано другое. 

 

4.1. Реакция системы на произвольный возмущающий импульс. 
 

Рассмотрим задачу о реакции системы на произвольный возмущающий 
импульс в двух постановках. Исходные данные: 0,3=kl  м, 339,0=km  кг/м, 

8,439=kEI  Па·м4, 0,1=µ k  кг ( 2,1=k ); 15000 =κ  Н·м, 10,00 =ν  Н·м·с, 
12001 =κ  Н·м, 05,01 =ν  Н·м·с. Нагрузка – 150)( =tM С  Н·м при 10 ≤≤ t  c, 

0)( =tM С  при 1>t  c; 100)( =tX С  Н при 10 ≤≤ t  c, 0)( =tX С  при 1>t  c; 
50)( =tYС  Н при 10 ≤≤ t  c, 0)( =tYС  при 1>t  c. Интегрирование при начальных 

условиях 0=ϕk , 0=ϕk , 0=αk , 0=αk , 0=βk , 0=βk
  ( 2,1=k ) проводилось  

на интервале 50 ≤≤ t  c при числе разбиений отрезка интегрирования 5000=N . 
В табл.1 приведены результаты решения задачи в двух постановках путем 

сравнения одноименных величин в моменты времени 1=t  c и 2=t  c. 
Таблица 1. 

Сравнение результатов при действии на систему возмущающего импульса. 
 1=t  c 2=t  c 

Общ. пост. Ред. пост. Общ. пост. Ред. пост. 
Сxu , м 0,243 0,243 0,199 0,187 

Сyu , м -0,122 -0,122 -0,177 -0,174 

Сθ , рад 1,508 1,507 3,020 3,065 

Сxυ , м/с 0,587 0,583 -0,106 -0,143 

Сyυ , м/с -0,314 -0,309 -0,937 -0,925 
Ω , рад/с -0,545 -0,603 4,596 4,553 

1ϕ , рад -0,532 -0,524 -0,342 -0,379 

2ϕ , рад -0,913 -0,892 -0,920 -0,957 

1α , рад 0,421 0,414 0,291 0,318 

2α , рад 0,079 0,073 0,199 0,194 

1β , рад -0,272 -0,265 -0,305 -0,312 

2β , рад -0,038 -0,033 -0,096 -0,094 
 

Для Сxu , Сyu , Сθ , Сxυ , Сyυ  и Ω  значения могут значительно отличаться  
в момент времени 2=t  c, т.е. после снятия управляющего импульса. Для 1ϕ , 2ϕ , 

1α , 2α , 1β  и 2β  значения отличаются, в основном, для момента времени 1=t  c, 
т.е. в момент окончания действия возмущающего воздействия. 

На рис.3-5 изображены соответственно зависимости 1ϕ  и 2ϕ , 1α  и 1β , 2α   
и 2β  от времени для интервала 20 ≤≤ t  c. Здесь и далее на графиках сплошной 
линией показана общая постановка задачи, пунктирной линией – редуцированная 
постановка. На рис.6 показаны линии изгиба всех стержней системы в подвижной 
системе координат Cxy  в момент времени 1=t  c. 
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Рис.3. Зависимости 1ϕ  и 2ϕ  от t  

1 – )(1 tϕ ; 2 – )(2 tϕ  

 
Рис.4. Зависимости 1α  и 1β  от t  

1 – )(1 tα ; 2 – )(1 tβ  

 
Рис.5. Зависимости 2α  и 2β  от t  

1 – )(2 tα ; 2 – )(2 tβ  

 
Рис.6. Линии прогибов стержней 

1 – стержень 1=k ; 2 – стержень 2=k  
 

4.2. Развертывание системы за счет центробежных сил. 
 

Здесь и далее (в 4.3) решается задача развертывания стержневой системы, 
стержни которой в начальный момент времени прижаты друг к другу  
и ориентированы в направлении оси Cy , а узловые пружины, при их наличии, 
предварительно напряжены. Начальные условия для стержней при 0=t  
записываются в виде: 21 π=ϕ , 22 π−=ϕ , 0=ϕk , 0=α k , 0=αk , 0=βk , 0=βk

  
( 2,1=k ). В раскрытом положении стержни должны быть приближенно 
параллельны оси Cx , т.е. 0≈ϕk , 2,1=k . Это осуществляется с помощью 
упруговязких зажимов, которые имитируются увеличением жесткостей  
в шарнирах до значения 107 Н·м и появлением демпфирования с коэффициентом 
10 Н·м·с, как только достигаются условия 01,0|| 12 <ϕ−ϕ  рад или 01,0|| 1 <ϕ  рад. 

Исходные данные: 0,2=kl  м, 357,1=km  кг/м, 310037,7 ×=kEI  Па·м4, 
5,0=µ k  кг ( 2,1=k ). Жесткости и вязкости узловых шарниров отсутствуют 

( 0=κk , 0=ν k  для 1,0=k ). Внешние силы и моменты, действующие на систему, 
отсутствуют: 0)( =tM C , 0)()( == tYtX CC . Интегрирование при начальном 
условии 1=Ω  рад/с проводилось на интервале 50 ≤≤ t  c при числе разбиений 
отрезка интегрирования 5000=N . 
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Последовательность и время срабатывания зажимов в общей постановке: 
0=k  при 903,21 == ftt  c; 1=k  при 356,42 == ftt  c. Последовательность  

и время срабатывания зажимов в редуцированной постановке: 0=k   
при 903,21 == rtt  c; 1=k  при 352,42 == rtt  c. 

В табл.2 приведены результаты решения задачи в двух постановках путем 
сравнения одноименных величин в моменты времени фиксации зажимов 0=k   
и 1=k . 

Таблица 2. 
Сравнение результатов при развертывании системы за счет действия 

центробежных сил. 
 Фиксация 0=k  Фиксация 1=k  

Общ. пост. 
903,21 =ft  c 

Ред. пост. 
903,21 =rt  c 

Общ. пост. 
356,42 =ft  c 

Ред. пост. 
352,41 =rt  c 

Сxu , м 0,047 0,047 0,047 0,047 

Сyu , м -0,021 -0,021 -0,146 -0,146 

Сθ , рад 3,450 3,450 3,928 3,928 

Сxυ , м/с 0,043 0,043 0,042 0,042 

Сyυ , м/с -0,071 -0,095 -0,071 -0,093 
Ω , рад/с 1,234 1,234 0,385 0,397 

1ϕ , рад -4,090×10-4 -4,076×10-4 -0,012 -0,014 

2ϕ , рад -1,841 -1,841 -0,011 -0,014 

1α , рад 6,486×10-5 5,701×10-5 0,012 0,014 

2α , рад 1,110×10-5 7,481×10-6 -1,536×10-3 -9,075×10-4 

1β , рад -6,794×10-5 -6,027×10-5 -2,584×10-3 -6,202×10-3 

2β , рад -9,139×10-6 -5,760×10-6 1,668×10-3 6,987×10-4 
 
Как видно из табл.2 основные параметры движения системы остаются 

практически неизменными при применении двух подходов к решению задачи. 
Различия по значениям параметров наблюдаются лишь при вычислении углов 
изгиба 1α  и 1β , 2α  и 2β , хотя общий характер зависимостей )(1 tα , )(1 tβ , )(2 tα   
и )(2 tβ  остается неизменным. 

На рис.7 и 8 показаны линии изгиба всех стержней системы в подвижной 
системе координат Cxy  в момент времени фиксации зажимов 0=k  и 1=k , 
соответственно. Общий характер прогиба стержней при переходе от общей 
постановки к редуцированной сохраняется. 

Следует отметить, что интегрирование уравнений движения численными 
методами с помощью стандартной программы AdamsBDF в пакете MathCad по 
редуцированной постановке идет в среднем 3-4 раза быстрее по времени работы 
алгоритма, чем по общей постановке. Это объясняется тем, что из системы 
убираются «быстрые» движения, которые существенно замедляют процесс 
интегрирования системы дифференциальных уравнений. 
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Рис. 7. Линии прогибов стержней 

1 – стержень 1=k ; 2 – стержень 2=k  

 
Рис. 8. Линии прогибов стержней 

1 – стержень 1=k ; 2 – стержень 2=k  
 

4.3. Развертывание системы за счет инерционных сил. 
 

Исходные данные: 0,2=kl  м, 357,1=km  кг/м, 310037,7 ×=kEI  Па·м4, 
5,0=µ k  кг ( 2,1=k ). Жесткости и вязкости узловых шарниров отсутствуют 

( 0=κk , 0=ν k  для 1,0=k ). Внешние силы и моменты, действующие на систему: 
0)( =tM C , 70)( −=tX C  Н, 0)( =tYC . Интегрирование системы проводилось  

на интервале 50 ≤≤ t  c при числе разбиений отрезка интегрирования 5000=N . 
Последовательность и время срабатывания зажимов в общей постановке: 

0=k  при 397,31 == ftt  c; 1=k  при 807,32 == ftt  c. Последовательность  
и время срабатывания зажимов в редуцированной постановке: 0=k   
при 397,31 == rtt  c; 1=k  при 805,32 == rtt  c. 

В табл.3 приведены результаты решения задачи в двух постановках путем 
сравнения одноименных величин в моменты времени фиксации зажимов 0=k   
и 1=k . Как видно из табл.3, как и в прошлом расчетном случае, основные 
параметры движения системы остаются практически неизменными при 
применении двух подходов к решению задачи. Различия по значениям параметров 
наблюдаются лишь при вычислении углов изгиба 1α  и 1β , 2α  и 2β , хотя общий 
характер зависимостей )(1 tα , )(1 tβ , )(2 tα  и )(2 tβ  остается неизменным. 

Таблица 3. 
Сравнение результатов при развертывании системы за счет действия 

инерционных сил. 
 Фиксация 0=k  Фиксация 1=k  

Общ. пост. 
397,31 =ft  c 

Ред. пост. 
807,31 =rt  c 

Общ. пост. 
397,32 =ft  c 

Ред. пост. 
805,31 =rt  c 

Сxu , м -3,247 -3,247 -5,087 -5,071 

Сyu , м 0,113 0,113 0,056 0,057 

Сθ , рад 0,012 0,012 -0,238 -0,238 

Сxυ , м/с -1,873 -1,873 -2,025 -2,026 

Сyυ , м/с 0,051 0,051 -0,467 -0,466 
Ω , рад/с -0,088 -0,088 -1,026 -1,042 

1ϕ , рад -4,321×10-4 -4,306×10-4 -7,58×10-3 -9,939×10-3 
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2ϕ , рад -0,752 -0,752 -7,679×10-3 -0,010 

1α , рад 5,891×10-5 7,323×10-5 7,57×10-3 9,927×10-3 

2α , рад 7,883×10-5 7,841×10-5 -9,905×10-4 -6,61×10-4 

1β , рад -6,829×10-5 -8,258×10-5 -2,354×10-3 -4,514×10-3 

2β , рад -6,014×10-5 -6,037×10-5 1,09×10-3 5,089×10-4 
 

На рис.9 и 10 показаны линии изгиба всех стержней системы в подвижной 
системе координат Cxy  в момент времени фиксации зажимов 0=k  и 1=k , 
соответственно. Общий характер прогиба стержней при переходе от общей 
постановки к редуцированной сохраняется, как и в предыдущем расчетном 
случае. 

 

 
Рис.9. Линии прогибов стержней 

1 – стержень 1=k ; 2 – стержень 2=k  

 
Рис.10. Линии прогибов стержней 

1 – стержень 1=k ; 2 – стержень 2=k  
 

В этом расчетном случае, как и в прошлом, время интегрирования системы 
дифференциальных уравнений в редуцированной постановке меньше в 3-4 раза  
по сравнению с общей постановкой. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
1. Рассмотрена нелинейная динамика плоской стержневой системы, 

состоящей из упругих нерастяжимых стержней, связанных между собой  
на концах упруговязкими узловыми шарнирами. 

2. Представлена постановка задачи, которая получается путем 
редуцирования исходной системы уравнений по квазистатическому изгибу –  
из уравнений движения исключаются «быстрые» движения, которые 
представляют собой изгиб каждого стержня, т.е. первые и вторые производные от 
углов между касательной к изогнутой оси стержня и его недеформированной 
осью. 

3. Рассмотрены примеры расчета с необходимыми сравнениями между 
двумя подходами: задача о реакции стержневой системы на произвольный 
возмущающий импульс; задача о развертывании стержневой системы из одного 
положения в другое при помощи включения упруговязких зажимов, 
интегрированных в узловые шарниры, за счет центробежных и инерционных сил. 

4. Основным преимуществом решения задачи в редуцированной постановке 
по квазистатическому изгибу является в 3-4 раза уменьшенное время 
интегрирования системы нелинейных дифференциальных уравнений движения 
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при сохранении приемлемой точности определениях всех характеристик 
движения или развертывания рассматриваемой системы, состоящей из КА  
и стержневой системы. 
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