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АННОТАЦИЯ 
 

Работа посвящена изучению влияния неоднородного упрочнения 
представительного объема сплава с памятью формы (СПФ) на результаты моделирования 
явления прямого мартенситного превращения в стержне круглого поперечного сечения 
из СПФ, протекающего при постоянном крутящем моменте. Рассмотрение задачи ведется 
в рамках модели нелинейного деформирования СПФ при фазовых и структурных 
превращениях. При решении задачи справедлива гипотеза плоских сечений для полных 
деформаций. Распределение температуры по сечению стержня из СПФ в процессе его 
охлаждения считается однородным. В ходе работы выполнено сравнение получаемых 
результатов для различных моделей учета доли мартенсита представительного объема 
СПФ, участвующего в структурном переходе. Процесс развития мартенситных элементов 
при охлаждении стержня из СПФ в данной работе не рассматривается. Задача решается  
в однократно связанной термомеханической постановке. Считается, что процесс 
охлаждения происходит достаточно медленно. Выделение латентного тепла фазового 
перехода и диссипативные эффекты компенсируются теплообменом с окружающей 
средой. Рассматриваемая задача сводится к системе дифференциальных уравнений,  
по-разному формулируемых в различных частях рассматриваемой области, подвижные 
границы между которыми заранее не известны и находятся в процессе решения задачи. 
Поэтому данная система не может быть проинтегрирована стандартными методами. 
Исходя из упругого решения задачи кручения стержней круглого поперечного сечения, 
максимальный уровень напряжений отмечается на внешней поверхности стержня. 
Соответственно фазовый переход начнется именно с внешних слоев. В общем случае  
в процессе охлаждения в сечении стержня из СПФ можно выделить три области. Вблизи 
внешних слоев фазовый переход уже завершился. Материал находится в мартенситном 
состоянии и деформируется либо упруго, либо по механизму структурного превращения. 
Вблизи оси вращения фазовый переход еще не начался. Материал стержня находится  
в аустенитном фазовом состоянии и деформируется упруго. В промежуточной зоне 
стержня происходит фазовый, а при выполнении определенных условий и структурный 
переходы. В качестве параметра процесса используется безразмерный параметр 
температуры. В ходе решения задачи получены зависимости безразмерной крутки от 
безразмерного параметра температуры, а также эпюры напряжений по сечению стержня 
для различных этапов охлаждения. 
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ABSTRACT 
 

The work is devoted to the study of the effect of non-uniform hardening of  
a representative volume of a shape memory alloy (SMA) on the results of modeling the 
phenomenon of direct martensitic transformation in a rod of circular cross section from SMA, 
which proceeds at a constant torque. The problem is considered in the framework of the model 
of non-linear of straining of SMA in phase and structure transitions. When solving the problem, 
the hypothesis of flat sections for full deformations is valid. The temperature distribution over 
the cross-section of the rod from SMA during its cooling is considered homogeneous. In the 
course of the work, a comparison was made between the results obtained for different models of 
accounting for the martensite fraction of the representative volume of the SMA participating in 
the structural transition. The process of development of martensitic elements when cooling the 
rod from SMA is not considered in this paper. The problem is considered in a single-coupled 
thermomechanical formulation. It is believed that the cooling process is slow enough. The 
isolation of the latent heat of the phase transition and the dissipative effects are compensated by 
heat exchange with the surrounding medium. The problem under consideration is reduced to  
a system of differential equations, differently formulated in different parts of the region under 
consideration, the moving boundaries between which are not known in advance and are in the 
process of solving the problem. Therefore, this system cannot be integrated by standard 
methods. Proceeding from the elastic solution of the problem of torsion of rods of circular cross 
section, the maximum stress level is noted on the outer surface of the rod. Accordingly, the 
phase transition starts from the outer layers. In the general case, in the process of cooling, three 
regions can be distinguished in the cross section of the SMA rod. Near the outer layers, the 
phase transition has already been completed. The material is in the martensite state and deforms 
either elastically or by the mechanism of structural transformation. Near the axis of rotation, the 
phase transition has not yet begun. The material of the rod is in the austenitic phase state and 
deforms elastically. In the intermediate zone of the rod, a phase occurs, and under certain 
conditions, structural transitions occur. A dimensionless temperature parameter is used as the 
process parameter. In the course of the solution of the problem, the dependences of the 
dimensionless twist from the dimensionless temperature parameter, as well as the stresses over 
the cross-section of the rod for different cooling stages are obtained. 
 
Key words: shape memory alloys; direct phase transformation; heterogeneous hardening; 
torsion; rods 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Сплавы с памятью формы [1] обладают рядом уникальных свойств. 
Примером может служить явление накопления деформаций прямого 
термоупругого мартенситного превращения при действии внешних напряжений 
[1]. Деформация, накапливаемая за этот процесс, возвращается при обратном 
превращении и в значительной степени превышает величину упругой деформации 
традиционных конструкционных материалов. Перспективным направлением 
является использование СПФ в составе актуаторов [2], силовозбудителей 
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крутящего момента [3] и приводов [4], работающих на кручение. Однако широкое 
внедрение СПФ сдерживается отсутствием достоверных решений краевых задач, 
в виду объективной сложности систем определяющих соотношений для этих 
сплавов, а также необходимости проведения связанного термомеханического 
анализа. 

Среди моделей, описывающих поведение СПФ при различных 
термосиловых режимах, можно выделить модель нелинейного деформирования 
СПФ при фазовых и структурных превращениях [5-11]. Отмеченная модель 
позволяет проводить достоверный анализ наиболее широкого круга явлений, 
характерных для СПФ. Труды [12,13] посвящены анализу работы пружин  
и стержней из СПФ при растяжении и кручении соответственно. Рассмотрение 
задач ведется в рамках модели [5-11]. В работах [14,15] изучено поведение 
стержней из СПФ при кручении в режиме сверхупругости в рамках модели [16]. 
Труды [17-20] посвящены экспериментальному изучению поведения СПФ при 
кручении. В отмеченных исследованиях не учитывается неоднородность 
упрочнения представительного объема СПФ, а используется понятие единого 
предела текучести. Как следствие это может привести к тому, что накопленная за 
процесс охлаждения фазово-структурная деформация будет превышать значение 
кристаллографической деформации фазового превращения. Решение, 
приведенное в данной работе, подобного недостатка лишено. 
 
 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ КРУЧЕНИЯ ДЛЯ СТЕРЖНЯ ИЗ СПФ 
 

Рассмотрение задачи ведется в цилиндрической системе координат , ,r z ϕ . 
При кручении отличны от нуля только касательные напряжения zϕτ ,  
в дальнейшем индекс zϕ  будет для краткости опущен. Крутящий момент крМ  
вычисляется согласно следующему соотношению 

( ) 2

0

2
R

крМ r r drπ τ= ∫  

Здесь крМ  – внешний крутящий момент, ,r R  – текущий и внешний радиус 
стержня. 

Полные сдвиговые деформации ( )rγ  определяются на основе гипотезы 
плоских сечений 

( )r rγ θ=  
Здесь θ  – крутка (относительный угол закручивания на единицу длины).  
В рамках модели нелинейного деформирования СПФ при фазовых и структурных 
превращениях [5-11] предполагается аддитивное представление деформаций. На 
случай кручения ( )rγ  представляется следующим образом 

( ) ( ) ( ) ( )e ph str r r rγ γ γ γ= + +  

Здесь ( ) ( ) ( ), ,e ph str r rγ γ γ  – упругие, фазовые и структурные деформации 
соответственно. Упругие деформации определяются на основе ниже 
приведенного соотношения 

( ) ( )
( )( )

e r
r

G q r
τ

γ = , 
( )

( ) ( )11

M A

q r q r
G q G G

−
= +  
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Здесь ,A MG G  – модуль сдвига СПФ в аустенитном и мартенситном фазовом 
состоянии, q  – параметр фазового состава, в качестве которого выступает 
объемная доля мартенситной фазы. 

Для фазовых и структурных деформаций в общем случае справедливы 
дифференциальные соотношения 

( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )13 1 ( ) 3 ( )

ph
ph

D

d r
q r f q F r f q r

dq r
γ

ρ τ γ = − +   

Здесь dρ  – интенсивность кристаллографической деформации фазового 
превращения, ( )f q  – материальная функция, отвечающая за вклад в фазовую 
деформацию процессов зарождения и развития мартенситных элементов, 1F  – 
интегральная функция распределения интенсивности микронапряжений  
в аустенитном фазовом состоянии СПФ. 

( )
( ) ( ) ( )( )23 3

st

d

d r
q r F r

d r
γ

ρ τ
τ

′=  

Здесь 2F ′  – производная интегральной функции распределения интенсивности 
микронапряжений в мартенситном фазовом состоянии СПФ. 
 
 

2. ОПИСАНИЕ ПРОЦЕССА СТРУКТУРНОГО ПЕРЕХОДА 
 

В рамках рассматриваемого термомеханического процесса прямого 
превращения, возможно одновременное и/или последовательное протекание 
фазовых и структурных изменений. В ранних вариантах модели [5-11] наличие 
структурного превращения регламентировалась следующими положениями: 

1. Приращение касательных напряжений в представительном объеме 
должно быть больше нуля ( ) 0d rτ >  при отсутствии разгрузки. 

2. Величина касательных напряжений максимальна по модулю за всю 
историю процесса ( ) ( )max

r rτ τ= . 
В рамках данных положений считается, что существует единое значение 

напряжения («предела текучести») начала неупругого деформирования всех 
мартенситных элементов представительного объема СПФ. Применение данной 
модели к процессам фазовых и структурных переходов при меняющихся 
напряжениях приводит к следующим противоречиям. Пусть прямое превращение 
происходит при монотонно уменьшающихся напряжениях. Согласно 
рассматриваемой модели все мартенситные элементы представительного объема 
СПФ будут иметь единый предел текучести равный максимальному значению 
напряжений на момент начала прямого превращения. Это положение не вызывает 
возражений для мартенситных элементов, зародившихся в начальный момент 
охлаждения, но неверно для остальных мартенситных элементов, зародившихся 
на поздних этапах прямого превращения. В случае последующего нагружения 
данного СПФ в режиме мартенситной неупругости [17] все мартенситные 
элементы будет деформироваться упруго вплоть до достижения напряжениями 
значения «единого предела текучести». 

В работах [8,9] предложен альтернативный вариант описания механизма 
структурного превращения. Верным остается положение №1. Предполагается 
возможность различных значений предела текучести для различных 
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мартенситных элементов представительного объема. В рамках данной постановки 
необходимо определение той доли мартенситных элементов stq , которые 
претерпевают в данной точке процесса структурный переход. Согласно [7] 
мартенситный элемент, образовавшийся при прямом мартенситном превращении 
под действием касательного напряжения 1τ  и накопивший фазовую деформацию 

1phγ  будет иметь такое значение напряжения начала неупругого деформирования 

2τ  при наличии структурного превращения, которое соответствует на диаграмме 
мартенситной неупругости той же величине деформации 1phγ . Тогда величина 
напряжений 2τ , при котором начнется неупругое деформирование 
представительного объема СПФ по механизму структурного перехода 
определяется по формуле 

( ){ }1/

2 02 1 013 ln 1 3 / 2erf
α

τ σ τ σ = − −       (2.1) 

Здесь принято, что ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 01 13 3 / , / 2F r r x erf xτ τ σ= Φ Φ = , 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 02 23 3 / , 1 expF r r x x ατ τ σ= Φ Φ = − − , 01 02, ,α σ σ  – параметры 
материала. Данная модель не противоречит экспериментальным данным [18], 
согласно которым интенсивность суммарных фазово-структурных деформаций  
в процессе прямого превращения не может превышать интенсивность 
кристаллографической деформации фазового превращения рассматриваемого 
СПФ. При этом соотношение (2.1) принимает следующий вид: 

( )
( ) ( ) ( )( )23 3

st

d st

d r
q r F r

d r
γ

ρ τ
τ

′=        (2.2) 

Алгоритм определения величины stq  имеет следующий вид. На рис.2.1 
приведена история изменения касательных напряжений τ  (сплошная кривая)  
в представительном объеме СПФ. Текущая точка процесса отмечена звездочкой. 
Согласно (2.2) для каждой точки кривой qτ −  вычисляется значение «порога» 
начала неупругого деформирования мартенситных элементов представительного 
объема СПФ (штриховая кривая). Суммарная длина горизонтальных отрезков 
представляет собой искомую величину stq . 

 

 
Рис.2.1. История изменения qτ − . 
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
 

Рассмотрение задачи ведется в однократно связанной термомеханической 
постановке. Считается, что процесс охлаждения происходит достаточно 
медленно, так что поле температуры однородно по сечению стержня из СПФ. 
Общий алгоритм решения задачи о прямом превращении в стержне из СПФ, 
находящегося под действием постоянного крутящего момента изложен в работе 
[12]. 

В работе [12] соотношение для определения параметра фазового состава 
имеет следующий вид 

( ), (t ) sin
2

q t tσ σ σ
πϕ ϕ  = =  
 

 

0 0
s

s f

M T
t

M M

σ

σ
−

=
−

 

0

0

ij ij
s sM M

S
σ ω σ+ ′
= +

∆
 

1
3 (1 ( )) ( ) ( )
2

ij phst
ij d i ij

i

qf q F f q
σ

ω ρ σ ε
σ

+ ′ ′= − +  

Здесь ,s fM M  – температуры начала и окончания прямого мартенситного 
превращения в отсутствии напряжений, верхний индекс 0, верхний индекс σ  при 
наличии напряжений, T  – текущая температура стержня из СПФ, 0S∆  – скачок 
объемной плотности энтропии при переходе от мартенситного к аустенитному 
состоянию для отсчетной температуры T , ijσ ′ , iσ  – девиатор и интенсивность 

напряжений, phst
ijε ′  – девиатор фазово-структурной деформации. В данной работе 

для параметра фазового состава использовано ниже приведенное соотношение 
( )( )( ), (t ) 0.5 1 cosq t tσ σ σϕ ϕ π= = −       (3.1) 

Учитывая это, результаты, приведенные в [12] получены вновь с учетом 
соотношения (3.1). 

В ходе работы использованы следующие безразмерные переменные  
и параметры материала: ( ) ( ) 013s rξ τ σ=  – безразмерные напряжения, r Rξ =  

– безразмерная радиальная координата, 4

2 кр

A

M
r

G R
µ

π
=  – безразмерный крутящий 

момент, 
0

0 0 0
s

s f

M T
t

M M
−

=
−

 – безразмерный параметр температуры, 

( )0 0
0

0
01

s fM M S
Sδ

σ

− ∆
=  – безразмерный скачок объемной плотности энтропии при 

переходе от мартенситного к аустенитному состоянию для отсчетной 
температуры T , 3A ME Eλ = = , 0 01 0.0046A As Gσ= = , 0 01 0.0139M Ms Gσ= = , 

( ) 0f q = , 2α = , 01 02 0.7σ σ = , 0 0.1288Sδ = . 
Ниже представлены эпюры безразмерных напряжений s  по сечению 

стержня из СПФ на момент окончания прямого превращения. 
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Рис.3.1. Эпюры s ξ− , µ  = 0.003. 

 
На рис.3.1 кривая 1 – решение упругой задачи кручения стержня из СПФ, 

находящегося в аустенитном фазовом состоянии. Кривая 2 – решение, полученное 
без учета структурного перехода (модель №1). Кривая 3 – решение, в котором  
не учитывается неоднородность упрочнения мартенситных элементов 
представительного объема СПФ (весь мартенсит участвует в структурном 
переходе, модель №2). Кривая 4 – решение учитывающее неоднородность 
упрочнения мартенситных элементов представительного объема, но без учета 
различия диаграмм мартенситной неупругости и прямого мартенситного 
превращения (модель №3). Кривая 5 – решение, учитывающее неоднородность 
упрочнения мартенситных элементов представительного объема и различие 
диаграмм (модель №4). 

Как видно из приведенного рисунка результаты решения по модели №2  
и модели №3 дают достаточно близкие результаты. Решение по модели №1 
приводится исключительно для сравнения и понимания того насколько не учет 
структурного перехода приведет к завышенным значениям напряжений  
на внешнем радиусе стержня. Решение по модели №4 является наиболее полным  
и значительно отличается в количественном плане от остальных. Как и в работе 
[12] на момент окончания прямого превращения отмечается разгрузка внутренних 
слоев стержня и перегрузка внешних. Данное явление тем интенсивнее, чем 
больше величина крутящего момента, под действием которого протекает прямое 
превращение. 

На рис.3.2 представлена зависимость безразмерной крутки 1θ  от 
безразмерного параметра температуры 0t , представляющее собой решение 
задачи. Сплошная линия соответствует модели №1, штриховая – модели №4. 
Пары кривых приведены для значений µ  = 0.01, 0.008, 0.005, 0.003, 0.002 
соответственно. Установлено, что для малых значений крутящего момента 
деформация, накапливаемая за процесс прямого термоупругого мартенситного 
превращения больше для решения, в котором весь мартенсит представительного 
объема СПФ участвует в структурном превращении. Для средних и больших 
значений крутящего момента, напротив решение учитывающие неоднородность 
упрочнения представительного объема СПФ и различия в диаграммах 
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мартенситной неупругости и прямого мартенситного превращения дает большее 
значение величины накапливаемой деформации. 
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Рис.3.2. Зависимость 1
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ВЫВОДЫ 
 

В ходе работы получено решение задачи о прямом термоупругом 
мартенситном фазовом превращении в стержне из СПФ, находящегося под 
действием постоянного крутящего момента с учетом неоднородного упрочнения 
мартенситных элементов представительного объема СПФ. Установлено, что, как 
и при решении, не учитывающем неоднородность упрочнения, на момент 
окончания прямого мартенситного превращения наблюдается разгрузка 
внутренних слоев при перегрузке внешних. Учет неоднородности упрочнения  
в совокупности с учетом структурного перехода в значительной степени 
разгружает внешние слои стержня. Учет неоднородности упрочнения наиболее 
актуален для средних значений моментов. Для малых значений крутящего 
момента деформация, накапливаемая за процесс прямого термоупругого 
мартенситного превращения выше для модели №1, для больших моментов – 
напротив, для модели №4. 
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