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АННОТАЦИЯ 
 

Современные тенденции в строительстве и машиностроении диктуют всё более 
жесткие требования к прочностным характеристикам конструкций и изделий. В связи  
с этим широкое применение получили композиционные, в том числе трехслойные, 
элементы конструкций. Это вызывает необходимость создания адекватных 
математических моделей расчета их напряженно-деформированного состояния. Здесь 
рассмотрено деформирование в температурном поле трехслойного упругопластического 
стержня со сжимаемым заполнителем. Для описания кинематики несимметричного по 
толщине пакета приняты гипотезы ломаной линии: в тонких несущих слоях справедливы 
гипотезы Бернулли; в сжимаемом по толщине заполнителе выполняется гипотеза 
Тимошенко с линейной аппроксимацией перемещений по толщине слоя. Учитывается 
работа заполнителя в тангенциальном направлении. Физические соотношения связи 
напряжений и деформаций соответствуют теории малых упругопластических 
деформаций. Изменение температуры рассчитывалось с помощью формулы, полученной 
при осреднении теплофизических свойств материалов слоев по толщине стержня. 
Система дифференциальных уравнений равновесия получена вариационным методом.  
На границе предполагаются кинематические условия свободного опирания торцов 
стержня на неподвижные в пространстве жесткие опоры. Решение краевой задачи 
сведено к нахождению четырех искомых функций – прогибов и продольных 
перемещений срединных поверхностей несущих слоев. Аналитическое решение получено 
методом упругих решений в случае равномерно распределенной непрерывной  
и локальной нагрузок. Проведен его численный анализ. Исследовано изменение 
перемещений во внешнем несущем слое при изотермическом и термосиловом 
нагружениях, прогибы в несущих слоях в зависимости от величины пятна и места 
расположения локальной нагрузки. Приведены графики изменения напряжений  
по поперечному сечению в середине стержня. Обоснована точность полученных 
числовых результатов. 
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температурное поле; локальная нагрузка 
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ABSTRACT 
 

Due to the intensive use of composite structures, including three-layer elements,  
in building and mechanical engineering there appeared a necessity to create adequate 
mathematical models in order to compute their stress-strain states. The present paper considers 
deformation of a three-layer elastoplastic bar with a compressible filler in the temperature field. 
To describe kinematic properties of an asymmetric through thickness pack we have accepted the 
hypotheses of a broken line as follows: Bernoulli’s hypothesis is true in the thin bearing layers; 
Timoshenko’s hypothesis is true in the compressible through thickness filler with a linear 
approximation of displacements through the layer thickness. The filler’s work is taken into 
account in the tangential direction. The physical stress-strain relations correspond to the theory 
of small elastoplastic deformations. Temperature variations were calculated by the formula 
obtained from averaging thermophysical properties of the materials of the layers through the 
barthickness. By the variational method a system of differential equilibrium equations has been 
derived. The kinematic conditions of simply supported faces of the bar on the immovable in 
space rigid bases are presumed on the boundary.  The solution of the boundary problem is 
reduced to the search for four functions, namely: deflections and lengthwise displacements of 
the medial surfaces of the bearing layers. An analytical solution has been derived by the method 
of elastic solutions for the case of the uniform distribution of the continuous and local loads. Its 
numerical analysis has been performed. Variations of displacements in the external bearing 
layer have been studied under the isothermal and thermal force loads and deflections in the 
bearing layers depending on the spot value and the local load location Accuracy of obtained 
numerical results is substantiated.. The diagrams are shown for stress variations crosswise in the 
bar middle.  

 
Keywords: three-layer bar; compressible filler; plasticity; temperature field; local load 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Современные тенденции в строительстве и машиностроении диктуют всё 
новые и новые требования к конструкциям и изделиям. Необходимость 
повышения прочностных характеристик непрерывно возрастает, а условия 
эксплуатации становятся всё более жесткими. В связи с этим широкое 
применение в технике и строительстве получили композиционные, в том числе 
трехслойные, конструкции. Стержни, пластины и оболочки, имеющие слоистую 
структуру, при относительно малом весе способны обеспечить заданную 
прочность, жёсткость и противостоять ряду других физических воздействий. 

На сегодняшний день создание общей теории квазистатического 
деформирования трехслойных элементов конструкций еще не завершено  
и интенсивно продолжается. В первую очередь это связано с необходимостью 
учета физически нелинейного деформирования материалов слоев и комплексного 
термосилового воздействия. 

В монографиях [1-5] рассматриваются различные математические модели 
статического и динамического деформирования многослойных и трехслойных 
элементов конструкций, приведены постановки краевых задач, изложены методы 
их расчета. В статьях [6-8] исследовано деформирование композитных сэндвич-
балок и пластин, в том числе с помощью метода усреднения упругих свойств 
материалов слоев. Работа [9] посвящена изучению квазистатического 
деформирования многослойных балок с жестким соединением между слоями. 
Изотермическое динамическое поведение трехслойных слоистых элементов 
конструкций при непрерывных и локальных нагрузках рассмотрено в работах  
[10-15]. Постановка и методика решения краевой задачи о циклическом 
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нагружении упругопластических композитных тел в нейтронном потоке 
приведены в [16]. Статьи [17-20] посвящены исследованию влияния 
температурного поля на напряженно-деформированное состояние трехслойных 
упругопластических стержней и круговых пластин с несжимаемым заполнителем. 

Изотермическое деформирование упругого трехслойного стержня с 
несжимаемым заполнителем рассмотрено в монографии [4]. Здесь приведена 
постановка и построено аналитическое решение краевой задачи о термосиловом 
деформировании трехслойного стержня прямоугольного поперечного сечения со 
сжимаемым заполнителем, деформирование упругопластических материалов 
которого подчиняется законам деформационной теории пластичности. 
Численная апробация решения проведена в случае металлополимерного стержня. 
 
 

1. ПОСТАНОВКА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
 

Рассматривается несимметричный по толщине трехслойный стержень 
(рис.1). Для изотропных несущих слоёв приняты гипотезы Бернулли. На границах 
контакта используются условия непрерывности перемещений. Материалы 
несущих слоев несжимаемы в поперечном направлении, в заполнителе 
учитывается его обжатие, деформации малые. Система координат , ,x y z  
связывается со срединной плоскостью заполнителя. 

 

 
Рис.1. 

 
На стержень действуют силовые поверхностные нагрузки ,( ) ( )p x q x   

и тепловой поток интенсивности tq , направленный перпендикулярно несущему 
слою 1. На торцах стержня в первом и втором несущих слоях заданы усилия (1)

pN , 
(1)
pQ , (1)

pM , (2)
pN , (2)

pQ , (2)
pM ; индекс p  принимает значения 0 и l, указывая торец, 

на котором задано усилие. Через  и( ) ( )k kw x u x  обозначены прогибы и продольные 
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перемещения срединных поверхностей несущих слоёв, kh  – толщина k-го слоя, 

3 2h с=  (k = 1, 2, 3 – номер слоя), 0b  – ширина стержня.  
Считаем поверхность 2– –z c h=  и контур стержня теплоизолированными. 

Это позволяет неоднородное температурное поле ( )T z , отсчитываемое  
от некоторой начальной температуры 0T , вычислять по формуле [4] 

221 1( )
2 6

c hqHT s
H
+= τ+ + − −λ 

2 2π τ2
2 2

1

2 ( 1) cos
n

n

n

c hn s e
n H

∞
−

=

 + −  − π +   π    
∑ , (1) 

3 3 3

2
1 1 1

, ,tk k k k k k
k k k

at a h C h H h
H = = =

τ= = λ ρ =∑ ∑ ∑ , 

где , ,  tk k kCλ ρ  – теплопроводность, теплоемкость и плотность материала k-го 
слоя. 

Перемещения в слоях ( ) ( ),ku x z  и ( ) ( ),kw x z  можно выразить через четыре 
искомые функции 1 1 2 2( ) ( ) (, ,  ) и ( )w x u x w x u x  
▪ в несущих слоях 

(1) 1
1 1,2 x

hu u z c w = − − − 
 

, 

(1)
1w w=      (c ≤ z ≤ c + h1), 

(2) 2
2 2 ,

2 x
hu u z c w = − + + 

 
, 

(2)
2w w=      ( 2– – –c h z c≤ ≤ ); 

▪ в заполнителе 
(3) 1 2

1 1 2 2
1 11 , 1 ,
2 4 2 4x x

h hz zu u w u w
c c

      = + + + − −      
      

, 

(3)
1 2

1 11 1
2 2

z zw w w
c c

   = + + −   
   

    ( –c z c≤ ≤ ),     (2) 

где z  – координата рассматриваемого волокна. 
Компоненты тензора деформаций следуют из (2) и соотношений Коши [4]. 

Внутренние усилия в слоях вводятся соотношениями  

3

( ) ( ) ( ) ( ) (3) (3)
0 0 0d , d , d

k k

k k k k
x x x x xz

h h h

N b z M b z z Q b z= σ = σ = σ∫ ∫ ∫ , 

3 3

(3) (3) (3) (3)
0 0d , dz z xz xz

h h

N b z M b z z= σ = σ∫ ∫ ,      (3) 

где ( )k
xσ , (3)

xzσ , (3)
zσ  – компоненты тензора напряжений. 

Уравнения равновесия и граничные условия в усилиях для 
рассматриваемого стержня получены с помощью аналога функционала Лагранжа, 
справедливого в случае деформационной теории пластичности 

1 1 0

1 2

1
1 2 1 0

2 2 2

, ,
, 0,

,, , ( ),
2

, , 0,

x

x

x
xx x

xx x

H P b p
H P

p hS H T b q

S H T

− =
 + =


+ − = +


− − =

       (4) 
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где запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования  
по следующей за ней координате, обобщенные внутренние усилия 

(3)

1 2
QH

c
= ,  

(3)

2 2
zNH
c

= ,  
(3) (3)

(1)
1 2 2

x x
x

N MP N
c

= + + , 

(3) (3)
(2)

2 2 2
x x

x
N MP N

c
= − + ,  

(3)(3)
1

1 1
2 2 2

xzMh QT
c c

 = + + 
 

, 

(1) (1) (3) (3)1 1 1
1 2 4 4x x x x

h h hS c N M N M
c

 = + − + + 
 

,      (5) 

(3)(3)
2

2 1
2 2 2

xzMh QT
c c

 = + − 
 

, 

(2) (2) (3) (3)2 2 2
2 2 4 4x x x x

h h hS c N M N M
c

 =− + − + + 
 

. 

В дальнейшем принимаются кинематические граничные условия свободного 
опирания стержня по торцам на неподвижные в пространстве жесткие опоры. 
Тогда в концевых поперечных сечениях 0,x l=  (l – длина стержня) должны 
выполняться следующие требования 

, , 0k k x k xxw u w= = =     ( )1, 2k= .       (6) 
В слоях стержня используются физические уравнения состояния, 

соответствующие теории малых упругопластических деформаций Ильюшина 
[21], с учетом температуры 

( ) ( ) ( )2 (1 ( , ))k k k
i k k u k is G T э= −ω ε ,  (3) (3) (3)

3 32 (1 ( , ))xz u k xzs G T э= −ω ε , 
( ) ( )

03 ( )k k
k k kK Tσ = ε −α     ( , ; 1, 2 , 3)i x z k= = ,     (7) 

где ( ) ( ),k k
i is э , ( ) ( ),k kσ ε  – девиаторные и шаровые части тензоров напряжений  

и деформаций; (3) (3),xz xzs э  – тангенциальное напряжение и сдвиговая деформация  
в заполнителе; ,( ) ( )k k k kG T K T  – температурно-зависимые модули упругости 
материала k-го слоя, вычисляемые по линейной формуле Белла [4]; ( ) ( )( , )k k

u kTω ε  – 
термозависимая функция пластичности Ильюшина; ( )k

uε  – интенсивность 
деформаций; 0kα  – коэффициент линейного температурного расширения; kT  – 
температура в k-м слое. 

Используя соотношения (7), выделим в тензоре напряжений упругие (индекс 
« e ») и нелинейные (индекс «ω») слагаемые, которые будут включать  
и температурные добавки. Для рассматриваемого стержня получим 
▪ в несущих слоях ( 1,2k = ) 

( ) ( ) ( )k k e k
x x x

ωσ =σ −σ ,   ( ) ( ) ( ) ( )2 3k e k k k
x k x k k xG э K K +σ = + ε = ε , 

( ) ( ) ( )
0 0

42 3 3
3

k k k
x k x k k k k k x k k k kG э K T G K Tωσ = ω + α = ε ω + α ;  

▪ в заполнителе 
(3) (3) (3)e
x x x

ωσ =σ −σ ,   (3) (3) (3) (3) (3)
3 3 3 32 3e

x x x zG э K K K+ −σ = + ε = ε + ε , 
(3) (3) (3) (3)

3 3 3 03 3 3 3 3 03 3
22 3 (2 ) 3
3x x x zG э K T G K Tωσ = ω + α = ε −ε ω + α ,  

(3) (3) (3)e
z z z

ωσ =σ −σ ,   (3) (3) (3) (3) (3)
3 3 3 32 3e

z z z xG э K K K+ −σ = + ε = ε + ε ,   (8) 
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(3) (3) (3) (3)
3 3 3 03 3 3 3 3 03 3

22 3 (2 ) 3
3z z z xG э K T G K Tωσ = ω + α = ε −ε ω + α , 

(3) (3) (3)e
xz xz xz

ωσ =σ −σ ,   (3) (3) (3)
3 32 2e

xz xz xzG э Gσ = = ε ,    
(3) (3) (3)

3 3 3 32 2xz xz xzG э Gωσ = ω = ε ω ,   4
3k k kK K G+ = + ,   2

3k k kK K G− = − . 

Проведя подобную (8) операцию с внутренними усилиями (3), получим 
( ) ( ) ( )k k e k
x x xN N N ω= − ,  (3) (3) (3)e

z z zN N N ω= − ,  ( ) ( ) ( )k k e k
x x xM M M ω= − , ( 1, 2, 3)k=  

(3) (3) (3)e
xz xz xzM M M ω= − ,  (3) (3) (3)eQ Q Q ω= − .      (9) 

Линейные (индекс «e ») и дополнительные (индекс «ω») составляющие  
во внутренних усилиях (9) вычисляются по следующим формулам 
▪ в несущих слоях 

( ) ( ) ( )
0 0d d

k k

k e k e k
x x k x

h h

N b z b K z+= σ = ε∫ ∫ ,   ( ) ( ) ( )
0 0d d

k k

k e k e k
x x k x

h h

M b z z b K z z+= σ = ε∫ ∫ , 

( ) ( ) ( )
0 0 0 0

4d d 3 d
3

k k k

k k k
x x k x k k k k

h h h

N b z b G z b K T zω ω= σ = ε ω + α∫ ∫ ∫ , 

( ) ( ) ( )
0 0 0 0

4d d 3 d
3

k k k

k k k
x x k x k k k k

h h h

M b z z b G z z b K T z zω ω= σ = ε ω + α∫ ∫ ∫ ; 

▪ в заполнителе 
( )

3 3

(3) (3) (3) (3)
0 0 3 3d de e

x x x z
h h

N b z b K K z+ −= σ = ε + ε∫ ∫ , 

( )
3 3

(3) (3) (3) (3)
0 0 3 3d de e

z z z x
h h

N b z b K K z+ −= σ = ε + ε∫ ∫ ,   

3 3 3

(3) (3) (3) (3)
0 0 3 3 0 3 03 3

2d (2 ) d 3 d
3x x x z

h h h

N b z b G z b K T zω ω= σ = ε −ε ω + α∫ ∫ ∫ ,   

3 3 3

(3) (3) (3) (3)
0 0 3 3 0 3 03 3

2d (2 ) d 3 d
3z z z x

h h h

N b z b G z b K T zω ω= σ = ε −ε ω + α∫ ∫ ∫ ,   

( )
3 3

(3) (3)0 (3) (3)
0 0 3 3d de

x x x z
h h

M b z z b K K z z+ −= σ = ε + ε∫ ∫ ,     (10) 

3 3 3

(3) (3) (3) (3)
0 0 3 3 0 3 03 3

2d (2 ) d 3 d
3x x x z

h h h

M b z z b G z z b K T z zω ω= σ = ε −ε ω + α∫ ∫ ∫ , 

3 3

(3) (3) (3)
0 0 3d 2 de e

xz xz
h h

Q b z b G z= σ = ε∫ ∫ ,  
3 3

(3) (3) (3)
0 0 3 3d 2 dxz xz

h h

Q b z b G zω ω= σ = ε ω∫ ∫ , 

3 3

(3) (3) (3)
0 0 3d 2 de e

xz xz xz
h h

M b z z b G z z= σ = ε∫ ∫ , 

3 3

(3) (3) (3)
0 0 3 3d 2 dxz xz xz

h h

M b z z b G z zω ω= σ = ε ω∫ ∫ .  

В усилиях (3)Q ω , (3)
xzM ω  температурные слагаемые отсутствуют.  

Обобщенные усилия, введенные в (5), также разбиваются на линейные  
и нелинейные составляющие 

1 1 1
eH H H ω= − ,  

(3)

1
2 e

e QH
c

= ,  
(3)

1
2QH

c

ω
ω= , 
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2 2 2
eH H H ω= − ,  

(3)

2 2

e
e zNH

c
= ,  

(3)

2 2
zNH
c

ω
ω= , 

1 1 1
eT T T ω= − ,  

(3)(3)
1

1 1
2 2 2

ee
e xzMh QT

c c
 = + + 
 

,  
(3)(3)

1
1 1

2 2 2
xzMh QT

c c

ωω
ω  = + + 
 

, 

2 2 2
eT T T ω= − ,  

(3)(3)
2

2 1
2 2 2

ee
e xzMh QT

c c
 = + − 
 

,  
(3)(3)

2
2 1

2 2 2
xzMh QT

c c

ωω
ω  = + − 
 

, 

1 1 1
eS S Sω= − ,  (1)0 (1)0 (3)0 (3)01 1 1

1 2 4 4
e

x x x x
h h hS c N M N M

c
 = + − + + 
 

, 

(1) (1) (3) (3)1 1 1
1 2 4 4x x x x

h h hS c N M N M
c

ω ω ω ω ω = + − + + 
 

,     (11) 

2 2 2
eS S Sω= − ,  (2) (2) (3) (3)2 2 2

2 2 4 4
e e e e e

x x x x
h h hS c N M N M

c
 =− + − − + 
 

, 

(2) (2) (3) (3)2 2 2
2 2 4 4x x x x

h h hS c N M N M
c

ω ω ω ω ω =− + − − + 
 

, 

1 1 1
eP P Pω= − ,  

(3) (3)
(1)

1 2 2

e e
e ex x

x
N MP N

c
= + + ,  

(3) (3)
(1)

1 2 2
x x

x
N MP N

c

ω ω
ω ω= + + ,  2 2 2

eP P Pω= − , 

(3) (3)
(2)

2 2 2

e e
e ex x

x
N MP N

c
= − + ,  

(3) (3)
(2)

2 2 2
x x

x
N MP N

c

ω ω
ω ω= − + . 

Входящие в (11) линейные (индекс «e ») и дополнительные (индекс «ω») 
слагаемые вычисляются через деформации с помощью формул (8). Подставим  
в полученные соотношения выражения деформаций через искомые перемещения, 
и отправим их в (4). В результате получим систему нелинейных 
дифференциальных уравнений в перемещениях, описывающую деформирование 
упругопластического трехслойного стержня в температурном поле. Для ее 
решения применяется метод упругих решений, что позволяет записать ее  
в следующем итерационном виде 

1 1 1 2 4 1 5 2 2 1 3 2 6 1, , , , 2 ,n n n n n n n
xx xx x x xxxa u a u a u a u a w a w a w− − − + + − ( 1)

7 2 ,n n
xxxa w p p −

ω+ = + , 

1 1 1 2 5 1 9 2 10 1 17 2 6 1, , , , ,n n n n n n n
xx xx x x xxxa u a u a u a u a w a w a w− + − − − − − ( 1)

7 22 ,n n
xxxa w h −

ω+ = ,  

2 1 10 2 6 1 6 2 11 1 12 2, , 2 , , , ,n n n n n n
x x xxx xxx xx xxa u a u a u a u a w a w− + + + + − +   

( 1)
15 1 16 2 8 1 8 2, ,n n n n n

xxxx xxxxa w a w a w a w q q −
ω+ − + − = + ,     (12) 

3 1 17 2 7 1 7 2 12 1 14 2, , , 2 , , ,n n n n n n
x x xxx xxx xx xxa u a u a u a u a w a w− + − − − + −   

( 1)
16 1 13 2 8 1 8 2, ,n n n n n

xxxx xxxxa w a w a w a w g −
ω− + − + = , 

где температурные добавки tq  и коэффициенты 1 17, ,a a  определяются  
с учетом температурной зависимости параметров упругости материалов  
по толщине пакета 

(3)
2

0 02

t t
z

t
H Nq
b cb

=− =− ,  ( )0 3
1 2

L
4

G
a

c
= ,  

( ) ( ) ( ) ( )0 3 1 30 3 1 31
2 2 2

L LL L
1

2 4 4 4 4
K KG Gha

c с c c c

− −
 = + + − − 
 

, 
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( ) ( ) ( ) ( )0 3 1 30 3 1 31
3 2 2

L LL L
1

2 4 4 4 4
K KG Gha

c с c c c

− −
 = + − + + 
 

, 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 0 3 2 3
4 0 1 2

L L L
L

2 4 4
K K K

a K
c c

+ + +
+= + + + ,  

( ) ( )0 3 2 3
5 2

L L
4 4
K K

a
c

+ +

= − , 

( ) ( ) ( )1 1 0 1 1 1 31
6 2 2 2 8

L K L K h L Kha c
c

+ + +
 = − + + + 
 

( ) ( )1 0 3 1 2 3
216 16

h L K h L K
c

+ +

+ , 

( ) ( )( )22
7 0 3 2 32 L L

8
ha c K K
c

+ += − ,  
( )0 3

8 2

L
4

K
a

c

+

= ,  

( ) ( ) ( ) ( )1 3 0 3 2 3
9 0 2 2

L L L
L

2 4 4
K K K

a K
c c

+ + +
+= − + + , 

( ) ( ) ( ) ( )0 3 1 30 3 1 31
10 2 2

L LL L
1

2 4 4 4 4
K KG Gha

c с c c c

− −
 = + + + − 
 

, 

( ) ( ) ( )2
1 0 3 1 1 3 0 31

11 2

L L L
1

4 4 2 4
h K h K Gha

c c c

− −
 = + − + − 
 

( ) ( )1 3 2 31
2

L L
1

2 2 4
G Gh

c c c
 + − 
 

, 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 3 2 31 2
12 2

1 3 0 3 1 3
1 2 1 2 1 22 2

L L
1 1

2 2 4 4

L L L
,

8 8 8

G Gh ha
c c c

K K G
h h h h h h

c c c

− −

  = + + − +  
  

+ − + + − −

 

( ) ( ) ( )2
2 1 32

13 2 2 1 2

L
L L

2 8
h Kha K K c

c

+
+ +  = + + − + 

 

( ) ( )2 2
2 0 3 2 2 3

2

L L
16 16

h K h K
c

+ +

+ , 

( ) ( ) ( )2
2 0 3 2 1 3 0 32

14 2

L L L
1

4 4 2 4
h K h K Gha

c c c

− −
 = − − + + 
 

( ) ( )1 3 2 32
2

L L
1

2 2 4
G Gh

c c c
 + − 
 

, 

( ) ( ) ( )2
1 1 31

15 2 1 1 1

L
L L

2 8
h Kha K K c

c

+
+ +  = − + + + 

 

( ) ( )2 2
1 0 3 1 2 3

2

L L
16 16

h K h K
c

+ +

+ , 

( ) ( )( )21 2
16 0 3 2 32 L L

16
h ha c K K

c
+ += − ,  

( ) ( ) ( ) ( )0 3 1 30 3 1 32
17 2 2

L LL L
1

2 4 4 4 4
K KG Gha

c с c c c

− −
 = + − − + 
 

, 

( )L ( ) ( ) d
k

n
n k k

h

f z f z z z≡∫   (n = 0, 1, 2). 

Здесь n  – номер линейного приближения; в дополнительных нагрузках ( 1)np −
ω , 

( 1)nh −
ω , ( 1)nq −

ω , ( 1)ng −
ω  на первом шаге приближения нелинейные слагаемые 

принимаются равными нулю ( (1) 0kω = ), а в дальнейшем вычисляются  
по результатам предыдущей итерации 

( )( 1) ( 1) ( 1)
1 1

0

1 ,n n n
xp H P

b
− ω − ω −

ω = − ,   ( )1 ( 1) ( 1)
1 2

0

1 ,n n n
xh H P

b
− ω − ω −

ω = + , 

( )( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2 1

0

1 , ,n n n n
xx xq S H T

b
− ω − ω − ω −

ω = + − ,      (13) 
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( )( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
2 2 2

0

1 , ,n n n n
xx xg S H T

b
− ω − ω − ω −

ω = − − , 

где 
(3) ( 1)

( 1)
1

2 n
n QH

c

ω −
ω − = ,   

(3) ( 1)
( 1)

2 2

n
n zNH

c

ω −
ω − = , 

(3) ( 1)(3) ( 1)
( 1) 1

1 1
2 2 2

nn
n xzMh QT

c c

ω −ω −
ω −  = + + 

 
, 

(3) ( 1)(3) ( 1)
( 1) 2

2 1
2 2 2

nn
n xzMh QT

c c

ω −ω −
ω −  = + − 

 
, 

( 1) (1) ( 1) (1) ( 1) (3) ( 1) (3) ( 1)1 1 1
1 2 4 4

n n n n n
x x x x

h h hS c N M N M
c

ω − ω − ω − ω − ω − = + − + + 
 

, 

( 1) (2) ( 1) (2) ( 1) (3) ( 1) (3) ( 1)2 2 2
2 2 4 4

n n n n n
x x x x

h h hS c N M N M
c

ω − ω − ω − ω − ω − =− + − − + 
 

, 

(3) ( 1) (3) ( 1)
( 1) (1) ( 1)

1 2 2

n n
n nx x

x
N MP N

c

ω − ω −
ω − ω −= + + ,  

(3) ( 1) (3) ( 1)
( 1) (2) ( 1)

2 2 2

n n
n nx x

x
N MP N

c

ω − ω −
ω − ω −= − + , 

( ) ( 1) ( )( 1) ( 1)
0 0 0

4 d 3 d
3

k k

k n k n n
x k x k k k k

h h

N b G z b K T zω − − −= ε ω + α∫ ∫ ,  

( ) ( 1) ( )( 1) ( 1)
0 0 0

4 d 3 d
3

k k

k n k n n
x k x k k k k

h h

M b G z z b K T z zω − − −= ε ω + α∫ ∫ ,  

3

(3) ( 1) (3)( 1) (3)( 1) ( 1)
0 3 3

2 (2 ) d
3

n n n n
x x z

h

N b G zω − − − −= ε −ε ω +∫
3

0 3 03 33 d
h

b K T zα∫ , 

3

(3) ( 1) (3)( 1) (3)( 1) ( 1)
0 3 3

2 (2 ) d
3

n n n n
z z x

h

N b G zω − − − −= ε −ε ω +∫
3

0 3 03 33 d
h

b K T zα∫ , 

3 3

(3) ( 1) (3)( 1) (3)( 1) ( 1)
0 3 3 0 3 03 3

2 (2 ) d 3 d
3

n n n n
x x z

h h

M b G z z b K T z zω − − − −= ε −ε ω + α∫ ∫ , 

3

(3) ( 1) (3)( 1) ( 1)
0 3 32 dn n n

xz
h

Q b G zω − − −= ε ω∫    (k = 1, 2), ( ) ( )( 1)( , )n k n
k k u kT−ω ≡ω ε . 

Применение сформулированного метода термоупругих решений позволяет 
на каждом шаге приближения нелинейную краевую задачу  
об термоупругопластическом изгибе рассматриваемого стержня сводить  
к соответствующей линейной задаче термоупругости (12) с дополнительными 
нагрузками (13). Первым приближением будет служить аналитическое либо 
численное решения задачи термоупругости для рассматриваемого стержня.  

Граничные кинематические условия (6) должны выполняться на каждом 
шаге итерации 

, , 0n n n
k k x k xxw u w= = = .         (14) 
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2. РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
 

Решение системы дифференциальных уравнений (12) принимается в виде 
разложения в тригонометрические ряды, которые автоматически удовлетворяют 
граничным условиям (14) 

1 1
1

cosn n
m

m

mxu U
l

∞

=

π =  
 

∑ ,   2 2
1

cosn n
m

m

mxu U
l

∞

=

π =  
 

∑ , 

1 1
1

sinn n
m

m

mxw W
l

∞

=

π =  
 

∑ ,   2 2
1

sinn n
m

m

mxw W
l

∞

=

π =  
 

∑ ,    (15) 

где 1
n
mU , 2

n
mU , 1

n
mW , 2

n
mW  – неизвестные амплитуды перемещений. 

Поперечная нагрузка и дополнительные усилия в слоях стержня также 
представляются в виде разложений в тригонометрические ряды 

1
sinm

m

mxq q
l

∞

=

π =  
 

∑ ,   
0

2 π( )sin d
l

m
mxq q x x

l l
 =  
 ∫ , 

1
sinm

m

mxp p
l

∞

=

π =  
 

∑ ,   
0

2 π( )sin d
l

m
mxp p x x

l l
 =  
 ∫ , 

1 1

1
sinn n

m
m

mxq q
l

∞
− −

ω ω
=

π =  
 

∑ ,   1 1

0

2 π( )sin d
l

n n
m

mxq q x x
l l

− −
ω ω

 =  
 ∫ ,   (16) 

1 1

1
sinn n

m
m

mxg g
l

∞
− −

ω ω
=

π =  
 

∑ ,   1 1

0

2 π( )sin d
l

n n
m

mxg g x x
l l

− −
ω ω

 =  
 ∫ , 

1 1

1
cosn n

m
m

mxh h
l

∞
− −

ω ω
=

π =  
 

∑ ,   1 1

0

2 π( ) cos d
l

n n
m

mxh h x x
l l

− −
ω ω

 =  
 ∫ , 

1 1

1
cosn n

m
m

mxp p
l

∞
− −

ω ω
=

π =  
 

∑ ,   1 1

0

2 π( ) cos d
l

n n
m

mxp p x x
l l

− −
ω ω

 =  
 ∫ . 

Пусть на рассматриваемый стержень действует поперечная поверхностная 
нагрузка ( )q x , равномерно распределенная в интервале   a x b≤ ≤ . Ее 
аналитический вид и коэффициенты разложения в ряд (16) будут 

0 0 0( ) ( ( ) ( ))q x q H b x H a x= − − − ,   02 π πcos cosm
q mb maq
m l l
 =− − π  

,  (17) 

где 0 ( )H x  – функция Хевисайда, 0q  – интенсивность нагрузки. 
После подстановки перемещений (15), дополнительных усилий (16)  

и коэффициентов (17) в уравнения равновесия (12) получим систему линейных 
алгебраических уравнений для определения искомых амплитуд перемещений 1

n
mU , 

2
n
mU , 1

n
mW , 2

n
mW  

1
1 1 2 2 3 1 4 2

1
2 1 5 2 6 1 7 2

1
3 1 6 2 8 1 9 2

1
4 1 7 2 9 1 10 2

,
,

,
,

n n n n n
m m m m m m
n n n n n
m m m m m

n n n n n
m m m m m m
n n n n n
m m m m m

bU b U b W b W p p
b U b U b W b W h
b U b U b W b W q q
b U b U b W b W g

−
ω

−
ω

−
ω

−
ω

 + + + = +
 + + − =


+ + + = +
 − + + =

     (18) 

где коэффициенты ib  зависят от параметра m  и от температуры через 
коэффициенты na , определенные в (12) 
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2

1 1 4
mb a a
l
π = +  

 
;  

2

2 1 5
mb a a
l
π =− +  

 
;  

3

3 2 62m mb a a
l l
π π = +  

 
; 

3

4 3 7
m mb a a
l l
π π = −  

 
;  

2

5 1 9
mb a a
l
π = +  

 
;  

3

6 10 6
m mb a a
l l
π π =− +  

 
; 

3

7 17 72m mb a a
l l
π π = +  

 
;  

2 4

8 11 15 8
m mb a a a
l l
π π   =− + +   

   
; 

2 4

9 12 16 8
m mb a a a
l l
π π   = − −   

   
;  

2 4

10 14 13 8
m mb a a a
l l
π π   =− + +   

   
. 

Решение системы (18) можно выписать в определителях, либо решать 
численно. Далее по формулам (15) вычисляются искомые функции. Перемещения 
в несущих слоях и заполнителе следуют из соотношений (2), деформации –  
из соотношений Коши, напряжения – из (7). 

Таким образом, формулы (15) с учетом (16), (18) дают в итерациях 
аналитическое решение задачи о деформировании трехслойного 
упругопластического стержня со сжимаемым заполнителем в температурном 
поле. 
 

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
 

Численные исследования проведены для трехслойного стержня, слои 
которого набраны из материалов Д16Т–фторопласт–Д16Т, механические  
и теплофизические параметры которых приведены в [4]. Относительные толщины 
слоев 1 2 3  0,04, 0,02, 0,18h h h= = = . Теплота, ушедшая на нагревание внешнего 
металлического слоя, не учитывалась в силу его тонкости и малой теплоемкости. 
Температуры несущих слоев принимались равными температуре заполнителя  
в местах их склейки: ( ) ( ) ( ) ( )1 3 2 3, , –  ( ) ( ),T T c t T T c t= = . Температурное поле  
в заполнителе рассчитывалось по формуле (1), при ( )2

1 0, 5000 / ·th q Дж м с= =   
в момент времени 60 минt = . Расчетная на поверхности стержня температура 
достигала 540 K. Интенсивность равномерно распределенной нагрузки 

0  –5·МП ( )а 0q p= = . 
При суммировании рядов (15) удерживались 100 членов, хотя отличие 

результата от суммы первых восьми слагаемых не превышало 0,1%. В методе 
упругих решений достаточно было 5 итераций, т.к. отличие от значений 
перемещений на последующем шаге было менее 0,2%. 

На рис.2 показано изменение вдоль оси стержня: а – прогиба в первом слое, 
б – сдвига в заполнителе при нагрузке, равномерно распределенной по всей 
внешней поверхности слоя 1: 1 – упругий стержень, 2 – упругопластический,  
3 – термоупругий, 4 – термоупругопластический. Температурное воздействие 
увеличивает упругие перемещения на 12-15%. С учетом нелинейности эта 
разница достигает 26-30%, что обусловлено влиянием температуры  
на механические свойства материалов. 

Пусть на упругопластический стержень в температурном поле действует 
локальная поперечная поверхностная нагрузка (17), равномерно распределенная  
в интервале   a x b≤ ≤ . На рис.3,4 показано изменение прогибов первого слоя  
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в поперечном сечении стержня (  0,5x= ) в зависимости от координат краев 
интервала нагрузки: 1 – упругий, 2 – термоупругий, 3 – термоупругопластический. 

 

 
Рис.2. 

 
Рис.3 иллюстрирует изменение прогибов вдоль оси стержня в зависимости 

от длины интервала нагрузки b. Максимум, как и ранее, наблюдается при 
нагрузке, распределенной по всему стержню ( 1b = ). Температурная 
составляющая прогиба – 16%, нелинейность добавляет к максимальному 
термоупругому прогибу 12%. 

 

 

Рис.3. 
 

 
Рис.4. 

 
На рис.4 приведены прогибы несущих слоев стержня в поперечном сечении 

( 0,5x = ) в зависимости от координаты a  левого края интервала нагрузки при ее 
постоянной длине ( – 0,25b a = ). По мере продвижения нагрузки с лева на право 
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прогибы растут, достигают максимума при 0,37a = , т.е. когда нагрузка 
распределена симметрично относительно концов стержня в интервале {0,37; 
0,62}, и затем убывают. Температурная составляющая прогибов – 23%, 
нелинейность добавляет здесь к термоупругому прогибу 8%. 

Графики продольных напряжений xxσ  в поперечном сечении ( 0,5x = ) 
рассматриваемого стержня показаны на рис.5: 1 – изотермические,  
2 – термоупругие, 3 – термоупругопластические. Нагрузка распределена  
на участке стержня 0,5 0,75x≤ ≤ . 

 

 
Рис.5. 

 
Напряжения в первом слое сдвигаются в отрицательную область в связи  

с тепловым расширением материала. Во втором слое и заполнителе температура 
слабо влияет на величину и знак напряжений. Максимумы наблюдаются  
на внешних плоскостях. Значения напряжений в несущих слоях отнесены  
к интенсивности поверхностной нагрузки 9

1 10 Паq = , в заполнителе –  
к 8

3 10 Паq = . 
В случае других локальных нагрузок (синусоидальные, параболические, 

сосредоточенные силы и моменты) решение будет их учитывать внесением  
в систему уравнений для искомых амплитуд перемещений (18) соответствующих 
коэффициентов разложения этих нагрузок в ряд. 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Предложенная постановка краевой задачи и методика общего построения 
решения уравнений равновесия физически нелинейных трехслойных стержней  
со сжимаемым заполнителем позволяют исследовать их напряженно-
деформированное состояние при деформировании в температурном поле в случае 
непрерывных и локальных нагрузок. Численные расчеты показали существенное 
влияние температуры и физической нелинейности на перемещения и напряжения 
в стержне.  
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