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АННОТАЦИЯ 
 

В рамках точной постановки задач механики континуума рассматриваются 
проблемы динамического воздействия на человека. Особое внимание уделяется ударному 
воздействию на систему «голова-шлем». Показана динамика зон разрушения защитной 
конструкции при различных скоростях удара, получены значения важнейших 
динамических и кинематических характеристик в различных характерных точках 
системы «голова-шлем». Разработанное для решения динамических задач прикладное 
программное обеспечение позволяет изучать поведение разнообразных защитных 
композитных преград при различных ударных воздействиях и иметь информацию  
о значениях любых кинематических и динамических величин в любых точках 
рассматриваемой системы в любой момент времени. Предложенный подход  
и прикладное программное обеспечение позволяют рассматривать и проводить полный 
анализ динамических воздействий на конструкции, материалы которых обладают 
различными усложненными свойствами: разупрочнение, переменные упругие свойства, 
необратимые объемные деформации, перекрестные влияния первых двух инвариантов 
тензоров напряжений и деформаций, в частности, явления дилатансии и т.д. [1-5]. Все это 
дает возможность прогнозировать процессы деформаций и разрушений для широкого 
класса динамических задач; при этом существенно сокращаются расходы  
на дорогостоящие экспериментальные исследования. В настоящей работе рассмотрение 
ведется в рамках осесимметричной постановки. Для описания необратимого 
деформирования применена обобщенная модель пластичности Мизеса, причем предел 
пластичности может как расти, так и убывать до определенных предельных значений, 
характеризующих разрушение. Определяющие соотношения для необратимых 
деформаций сформулированы в пространстве деформаций и дают возможность 
описывать как упрочнение, так и разупрочнение. Приведена полная система 
дифференциальных уравнений, описывающая динамические процессы в изучаемых 
телах. На основе метода конечных элементов предложена и реализована эффективная 
численная схема расчета поставленных задач. Приведены результаты расчетов для двух 
характерных скоростей ударного нагружения: 60 /v км ч=  и 200 /v км ч= . Показано,  
что при 60 /v км ч=  необратимые деформации имеют место только в шлеме, а при 

200 /v км ч=  происходит разрушение шлема, черепной коробки и основания черепа. 
 
Ключевые слова: динамические воздействия; человек – защитная конструкция; упруго-
пластические материалы; деформирование и разрушение 
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ABSTRACT 
 

Within the framework of the exact formulation of the problems of continuum mechanics, 
problems of dynamic impact on man are considered. Particular attention is paid to the impact on 
the «head-helmet» system. The dynamics of the zones of destruction of the protective structure 
at various impact rates is shown, the values of the most important dynamic and kinematic 
characteristics at various characteristic points of the «head-helmet» system are obtained. 
Developed for solving dynamic problems, application software allows you to study the behavior 
of various protective composite barriers for various impact impacts and to have information 
about the values of any kinematic and dynamic quantities at any points of the system at any one 
time. The proposed approach and applied software allow to consider and carry out a full 
analysis of dynamic effects on structures whose materials have various complicated properties: 
softening, variable elastic properties, irreversible volume deformations, cross effects of the first 
two invariants of stress and strain tensors, in particular dilatancy and Etc. [1-5]. All this makes it 
possible to predict the processes of deformation and destruction for a wide class of dynamic 
problems; while the cost of expensive experimental research is significantly reduced. In the 
present paper, the analysis is carried out in the framework of an axisymmetric formulation. To 
describe irreversible deformation, the generalized model of Mises plasticity is applied, and the 
plasticity limit can both grow and decrease to certain limiting values characterizing the 
destruction. Defining relations for irreversible deformations are formulated in the space of 
deformations and give the opportunity to describe both hardening and softening. A complete 
system of differential equations describing the dynamic processes in the studied bodies is given. 
On the basis of the finite element method, an effective numerical scheme for calculating the 
tasks is proposed and implemented. The results of calculations for two characteristic velocities 
of impact loading are presented: 60 km/h and 200 km/h. It is shown that at 60 km/h irreversible 
deformations occur only in the helmet, and at 200 km/h the helmet, cranium and skull base are 
destroyed. 
 
Keywords: dynamic effects; people – the protective structure; elastic-plastic materials; 
deformation and fracture 
 
 

Исследование высокоскоростного деформирования упруго-пластических тел 
является важной частью проектирования различных материалов и конструкций 
[6-15]. В настоящее время все большее значение приобретает изучение 
динамических воздействий на человека, в частности, при разнообразных 
техногенных катастрофах. В частности, только в автомобильных катастрофах  
в России ежегодно погибает более 20 тысяч человек. При этом особое значение 
имеет изучение ударных воздействий на жизненно важные области тела человека, 
в частности на голову. Здесь необходимо отметить как экспериментальные 
подходы к изучению динамических воздействий [16,17], так и приближенные 
теоретические методы [18]. Однако, эти методы являются весьма дорогостоящими 
и кроме того не дают возможность всесторонне изучить динамические 
воздействия в широком диапазоне параметров воздействий на защитные 
конструкции. В настоящей работе впервые с общих позиций механики 
континуума делается попытка проанализировать динамические воздействия на 
систему «голова-шлем», в частности, при ударных воздействиях с характерными 
скоростями. 

Полная система уравнений динамического воздействия на упруго-
пластические материалы при условии отсутствия каких-либо температурных 
эффектов имеет вид [2] 

,k
i i k iu Fρ σ= +∇  
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,p mn
ij ij mnAε ε=   

,p ijmn
ij mnMσ ε=            (1) 

( )1 ,
2mn n m m nu uε = ∇ +∇   

где ρ  – плотность среды, iF  – проекции на оси заданных массовых сил,  

k∇  – ковариантная производная по к-ой координате. Неизвестные функции:  

iu  – компоненты вектора скорости, ijσ  – компоненты тензора напряжения,  

ijε  – компоненты тензора полных деформаций, p
ijε  – компоненты тензора 

пластических деформаций. Величины ,  mn ijmn
ijA M  определяются заданием 

свободной энергии ( ),e p
ij ijФ Ф ε ε=  ( e p

ij ij ijε ε ε= −  – упругие деформации)  

и функции деформирования ( , )p
ij ijψ ψ ε ε=  

;mn
ij ijkl

kl mn

A h HFε
ψ ψ
ε ε
∂ ∂

=
∂ ∂

 

( );ijmn ijkl m n mn
k l klM a Aδ δ= −         (2) 

( ) ( )1 2 1 1 2 2

1,  0, 1,  0,
,    ;

0,  0. 0,  0,

.ij
ij

dH H H H H H H
dt

d d

ψ ψ ψψ ψ ψ
ψ ψ

ψψ ε
ε

= > ′ 
= = = = = = < ≤ 

∂′ =
∂



 

Величины ( , )p
klij klij ij ijF F ε ε=  определяются из формул: 

2 2

,ij p
kle e p p

ij kl ij kl

Ф Фd dε ε
ε ε ε ε

∗  ∂ ∂
= −  ∂ ∂ ∂ ∂ 

 если их разрешить относительно приращений 

пластических деформаций .p ij
kl klijd F dε ∗=  

Для свободной энергии среды полагаем: 1 ,  
2

ijkl e e ijkl
ij klФ a aε ε=  – упругие 

постоянные, причем в случае изотропных материалов, упругие свойства которых 
определяются двумя скалярными величинами, например модулем объемного 
сжатия K и модулем сдвига G, имеем 

3 2 2 ,
3

ijkl ij kl ik jlK Ga Gδ δ δ δ−
= +        (3) 

где m
kδ  – символы Кронекера. 
Для необратимых деформаций используются определяющие соотношения, 

сформулированные в пространстве деформаций [2], позволяющие описывать 
различные виды необратимого деформирования и разрушения 

1

,    ,p
kl klij klij p

ij ij kl

d h HF d h Fε ε
ψ ψ ψε ψ
ε ε ε

−
 ∂ ∂ ∂′= = −  ∂ ∂ ∂ 

    (4) 
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где ij
ij

d dψψ ε
ε
∂′ =
∂

. При 0,  0dψ ψ′= >  (активное нагружение в пространстве 

деформаций); при 0ψ <  (упругая область), 0,  0dψ ψ′= ≤  изменение 
пластических деформаций не происходит. 

В настоящей работе для описания необратимых деформаций и разрушений 
используется обобщение модели Мизеса с переменным пределом текучести [2] 

( ) ( )( ), 2 ,p p ij pij
ij ij ij ijG e e e e Cψ ε ε = − − −      (5) 

где 0 2
pC C Iα= − . 2

1
2

p p pij
ijI e e=  – интенсивность пластических деформаций 

сдвига p
ije , ije  – компоненты девиатора тензора полной деформации, p p

ij ije ε= , 0C  – 
начальный предел разрушения, α  – коэффициент, определяющий интенсивность 
изменения предела текучести. Положительным значениям α  соответствует 
падение предела прочности (разупрочнение) до значений rC , соответствующего 
разрушению, отрицательным – упрочнение, при 0α =  имеет место идеальная 
пластичность. 

Рассмотрим в рамках осесимметричной постановки задачу о нормальном 
ударе по защитной преграде (шлему). Материалы шлема и костной ткани 
представляют собой деформируемые упруго-пластические среды, проявляющие 
свойства упрочнения, разупрочнения или постоянства предела текучести  
при изменении пластических деформаций. Считаем, что ось z направлена 
вертикально вверх против направления скорости удара и является осью 
симметрии, ось r ей ортогональна (рис.1). 
 

 
Рис.1. Модель головы в шлеме. 1 – шлем, 2 – костная ткань, 3 – мозг, 4 – шейные 

позвонки. 
 

В рассматриваемом случае функция нагружения для обобщенной модели 
Мизеса, имеет вид 

( )2 2 22 ,r z r z rzS S S S S Cϕ = + + + −        (6) 

где , ,r z rzS S S  – компоненты девиатора тензора напряжений. 
Из ассоциированного закона, сформулированного в пространстве 

деформаций (6), получаем 
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,   ,   p p pr z rz
r z rz

S S S
CH CH CHε ε ε

ε ψ ε ψ ε ψ= = =           (7) 

где 1H hε ε
−=  – функция упрочнения в пространстве деформаций. 

В силу пластической несжимаемости, имеющей место при использовании 
обобщенной модели Мизеса, имеем 

.p p p
r zθε ε ε= − −           (8) 

Для величины ψ  имеем в данном случае выражение 

( ) ( )2 2 ,r r z z zr rz
G S S S
C θ θψ ε ε ε ε ε= − + − +             (9) 

где ,  ,  ,  r z rzθε ε ε ε     – компоненты тензора скоростей деформаций. 
Так как согласно формулам Стокса  

,  ,  ,  2 ,r z r z r
r z rz

u u u u u
r z r r zθε ε ε ε∂ ∂ ∂ ∂

= = = = +
∂ ∂ ∂ ∂

        (10) 

то для ψ  получим 

( )2 .r z r z r
r z rz r z

G u u u u uS S S S S
C r z z r r

ψ ∂ ∂ ∂ ∂  = + + + − +  ∂ ∂ ∂ ∂  
    (11) 

Функция упрочнения в пространстве деформаций Hε  в предположении 
справедливости зависимости 2( )pC C I=  в рассматриваемом случае имеет вид 

( )

( ) ( )

2

2 1 2

2 2 2 2 2 ,  

pij p p ij
ij ij ij

p ij p p p p p
ij r z r z r z rz rz

p

C CH G e e e G e S
C C

C CG S G S S S
C C

dCC
dI

ε

ε ε ε ε ε ε

′ ′ = + − = + =  
′ ′  = + = + + + + + 

′ =

 (12) 

причем интенсивность пластических деформаций 2
pI  вычисляется по формуле 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2
1 1 2 .
2 2

p p pij p p p p p
ij r z r z rzI e e ε ε ε ε ε = = + + + +  

   (13) 

Объединяя уравнения движения с соотношениями, вытекающими из закона 
Гука и соотношениями ассоциированного закона, для девяти неизвестных 
функций ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  p p p

r z r z rz r z rzu u S S S p ε ε ε  имеем следующую систему девяти 
дифференциальных уравнений, описывающих динамические процессы  
в рассматриваемых средах 

2 ,r r rz r zu S p S S S
t r r z r

ρ ∂ ∂ ∂ ∂ +
− − − =

∂ ∂ ∂ ∂
 

,z rz z rzu S p S S
t r z z r

ρ ∂ ∂ ∂ ∂
− − − =

∂ ∂ ∂ ∂
 

( )1 1 14 2 2 2 2 2 ,
3 3 3

r r z r z rS u u u u uG D AG AG G M G M D
t r r z z r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + − + + + + = + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

( )1 1 12 2 2 4 2 2 ,
3 3 3

z r z r z rS u u u u uG M BG BG G E G M E
t r r z z r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂     + + + + + − = + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

( ) ( ) ( )2 2 1 2 1 2 2 ,rz r z r z rS u u u u uAG G F G F BG G A B
t r r z z r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + − + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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3 3 3 ,r z rp u u uK K K
t r z p

∂ ∂ ∂ ∂
− − =

∂ ∂ ∂
       (14) 

( )2 2 ,
p
r r z r z ru u u u uD A A M M D
t r r z z r
ε∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− − − − = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

( )2 2 ,
p
z r z r z ru u u u uM B B E M E
t r r z z r
ε∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− − − − = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

( ) ,
p
rz r z r z ru u u u uA F F B A B
t r r z z r
ε∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− − − − = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 

2 2
2 2,     ,r rz z rzGH S S GH S SA B
H C H Cε ε

= =  

( ) ( )2 2

2 2,     ,r zGH S GH S
D E

C H C Hε ε

= =        (15) 

( )2

2 2 2

2 2,     rz
r z

GH S GHF M S S
F C C Hε

= = ,  

где p – первый инвариант тензора напряжений (давление). 
На контактных границах областей 1-4 принимается условие прилипания.  

В начальный момент времени искомые функции принимаются равными нулю.  
В качестве граничных условий принимается отсутствие внешних нагрузок  
на поверхности 2∑ , а на поверхности 1∑  задается скорость удара. Свойства 
материалов, использованных в расчетах [19]: 
1) костная ткань: плотность – 1,95 г/см3, модуль сдвига – 1,2 ГПа, коэффициент 

объемного сжатия – 79 ГПа, начальный предел текучести – 0,1 ГПа, предел 
текучести при разрушении – 0,05 ГПа; 

2) позвонки: плотность – 1,8 г/см3, модуль сдвига – 1,1 ГПа, коэффициент 
объемного сжатия – 70 ГПа, начальный предел текучести – 0,08 ГПа, предел 
текучести при разрушении – 0,04 ГПа; 

3) шлем (стеклопластик): плотность – 1,9 г/см3, модуль сдвига – 26 ГПа, 
коэффициент объемного сжатия – 170 ГПа, начальный предел текучести –  
0,4 ГПа, предел текучести при разрушении – 0,07 ГПа. 

Для решения рассматриваемых динамических задач разработано прикладное 
программное обеспечение (ППО), позволяющее изучать динамику разнообразных 
защитных конструкций при различных ударных воздействиях и иметь 
информацию о любых кинематических и динамических величинах в любых 
точках рассматриваемой системы в любой момент времени. 

Отметим, что ППО позволяет рассматривать различные материалы  
и различное количество слоев шлема. На рис.2а,б представлены наглядные 
результаты удара по верхней поверхности однослойного шлема со скоростями 
60 км/ч и 200 км/ч. Черным (внешним) слоем обозначена защитная конструкция 
(шлем), темный серый – кость, черепная коробка, светло-серым – мозг.  
Из рисунков видно (при t=300мкс), что при скорости удара 60 км/ч, происходят 
пластические деформации шлема (область белого цвета), а при 200 км/ч 
происходит разрушение шлема, черепной коробки и основания черепа (область 
темно-серого цвета). 
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Рис.2а. 1 60 /V км ч=  Рис.2б. 1 200 /V км ч=  

 
В результате расчетов, помимо приведенных наглядных примеров развития 

зон деформирования и разрушения на рис.2а,б, получены также значения 
скоростей, деформаций, напряжений и т.д. по всей рассматриваемой области. 
Предложенный подход и его численная реализация дают возможность 
всесторонне и наглядно исследовать ударное воздействие на человека и защитные 
конструкции в широком диапазоне скоростей удара при различных 
конфигурациях защитных преград. 

На графиках рис.3а,б в качестве примера показано развитие во времени 
интенсивности пластических деформаций 2

pI  в центральной точке границы 
головы и шеи при различных скоростях удара. 

Как видно из приведенных расчетов резкий рост интенсивности 
пластических деформаций в основании черепа при скорости удара в 200 км/ч 
наступает гораздо раньше, чем при скорости в 60 км/ч, причем максимум 
величины интенсивности пластических деформаций примерно в 3 раза больше. 

 

 
Рис.3а. Интенсивность пластических деформаций в центральной точке границы 

головы и шеи при 60 км/ч. 
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Рис.3б. Интенсивность пластических деформаций в центральной точке границы 

головы и шеи при 200 км/ч. 
 
 

ВЫВОДЫ 
 

Таким образом, в данной работе впервые с общих позиций механики 
континуума с привлечением современных методов математического 
моделирования детально проанализированы динамические воздействия  
на систему «человек – защитная конструкция» в широком диапазоне характерных 
скоростей. Для решения динамических задач разработано прикладное 
программное обеспечение, которое позволяет изучать поведение разнообразных 
защитных композитных преград при различных ударных воздействиях и иметь 
информацию о значениях любых кинематических и динамических величин  
в любых точках рассматриваемой системы в любой момент времени. 
Предложенный подход и прикладное программное обеспечение позволяют 
рассматривать и проводить полный анализ динамических воздействий  
на конструкции, материалы которых обладают различными усложненными 
свойствами: разупрочнение, переменные упругие свойства, необратимые 
объемные деформации, перекрестные влияния первых двух инвариантов тензоров 
напряжений и деформаций. Дана наглядная картина зон разрушения, получены 
значения важнейших динамических и кинематических характеристик в жизненно 
важных точках. Предложенный подход и ППО позволяют проводить полный 
анализ динамических воздействий на систему «голова – шлем», при этом 
существенно сокращаются расходы на дорогостоящие экспериментальные 
исследования. 
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