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АННОТАЦИЯ 
 

В работе дается обзор публикаций по моделям гистерезиса в задачах механики  
и технической физики. Перечислены основные известные подходы, которым дана краткая 
характеристика и обозначена область применения. 

Для математического описания гистерезиса авторы  предлагают модели, опираясь 
на конкретные представления о физическом явлении. Отмечается, что, несмотря  
на специфику моделей, ряд из них можно использовать для описания иных по природе 
процессов. 

Рассмотрены классические модели для задач динамики конструкций, упруго-
пластического деформирования, реологического поведения сложных сред. Кратко пере-
числены статические модели трения. Отмечены особенности динамических моделей тре-
ния, которые учитывают эффект Штрибека, гистерезис поверхностных микропластиче-
ских деформаций, скачкообразность скольжения и др. 

Рассмотрены феноменологические модели, которые применяются для описания 
разнообразных по природе гистерезисных эффектов. В этом случае система рассматрива-
ется как «черный ящик» с известными из эксперимента значениями входных и выходных 
параметров. Взаимосвязи между ними устанавливаются на основе математических зави-
симостей, параметры которых идентифицируются с использованием экспериментальных 
данных. Значительную группу феноменологических моделей образуют такие, которые 
строятся с использованием спектральных разложений  
по релейным нелинейностям. 

Среди феноменологических моделей отмечается модель Бук-Вена, которая исполь-
зуется, как правило, в рамках подхода "черного ящика". В настоящее время эта модель и 
её аналоги успешно применяются в различных научно-технических областях благодаря 
возможности аналитического описания разнообразных по форме гистерезисных петель. В 
литературе сформулированы условия, которым должна удовлетворять модель Бук-Вена. 
Основными являются адекватность математической модели физическому процессу и её 
устойчивость. 

В статье отмечен также ряд оригинальных моделей гистерезиса, возможности кото-
рых выходят за рамки специализированного применения. 
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ABSTRACT 
 

The paper gives a review of publications on models of hysteresis in problems of mechan-
ics and technical physics. The main known approaches are listed and described briefly indicat-
ing their applications. 

Describing the hysteresis, the authors suggest the mathematical models based on a con-
crete understanding of a physical phenomenon. It is noted that despite the specificity of the 
models, a number of them can be used to describe other processes different by their nature. 

The classical models for problems of structural dynamics, elastic-plastic deformation, 
rheological fluids behavior are considered. The static friction models are summarized. There are 
marked peculiarities of the dynamic friction models, which take into account the Stribeck effect, 
hysteresis of surface microplastic deformations, irregular sliding, etc. 

The phenomenological models under consideration are used to describe a variety of hys-
teresis effects in nature. In this case, the system is considered as a "black box" with experi-
mental values of input and output parameters known. Correlations between them are established 
on the basis of mathematical functions, whose parameters are identified using experimental da-
ta. The models are often based on spectral resolution by the relay nonlinearities. 

It is the Bouc-Wen model to be marked among the phenomenological ones, which is typi-
cally used in the frames of the "black box". Currently, this model and its analogues are success-
fully used in various scientific and technical fields due to their possibility of the analytical de-
scription of various shapes of hysteresis loops. There are formulated in literature the conditions 
which must be satisfied while applying the Bouc-Wen model. The main ones are the mathemat-
ical model adequacy to the physical process under consideration and stability. 

The article also pointed out a number of original hysteresis models, whose possibilities go 
beyond the specialized application. 

The article also points out a number of original hysteresis models, whose possibilities go 
beyond the frames of their specialized application. 
 
Keywords: hysteresis; models of dissipation; the models of friction; phenomenological models; 
the Bouc-Wen model; identification of parameters 
 

 
Особенности гистерезиса (форма петлеобразных траекторий, асимптотиче-

ское подобие или симметрия прямого и обратного процессов, и др.) определяются 
природой процесса [1-11]. Поэтому для математического описания гистерезиса 
авторы, как правило, предлагают модели, опираясь на конкретные представления 
о физическом явлении. Однако, несмотря на специфику моделей, ряд из них мо-
жет претендовать на определённую общность, выходящую  
за область специализированного исследования. Такие модели после некоторых 
обобщений могут быть применены для описания гистерезиса в других системах. 
Это свидетельствует не только о «глубине» математических моделей, но и,  
в большей степени, – об общих чертах различных по природе гистерезисных про-
цессов. Поэтому представляется целесообразным кратко остановиться  
на нескольких известных подходах, которые применяются для описания гистере-
зиса в различных областях науки и техники. 

В динамике деформируемых систем широкое распространение получила ги-
потеза Фойгта [12,13], в соответствии с которой рассеяние энергии зависит  
от частоты процесса деформирования системы. Однако для большинства кон-
струкционных материалов, и тем более, сложных механизмов с трением,  
это не подтверждается экспериментально [14]. Физически обоснованной являются 
модель Н.Н. Давиденкова [15], предложенная в 1938 г. при анализе зависимости 
интенсивности поглощения звука в кристаллических твёрдых телах от амплитуды 
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колебаний. Автор выдвинул гипотезу, что эта зависимость есть результат гистере-
зиса микропластической деформации, и что нелинейность микропластической 
деформации может быть аппроксимирована степенной функцией. 

Для описания гистерезиса в металлах Рид [16,17] впервые связал амплитуд-
ные зависимости внутреннего трения (АЗВТ) и дефект модуля упругости в цинке 
и меди непосредственно с движением дислокаций. Поскольку микропластическая 
деформация есть результат малого и, как правило, обратимого перемещения дис-
локаций, и можно сказать, что эксперименты Рида явились первым подтвержде-
нием гипотезы Давиденкова. Кроме того, Рид впервые экспериментально обнару-
жил пропорциональность между амплитудно-зависимым декрементом и дефектом 
модуля упругости. Это положение было развито далее в работах Новика [18]. 
Пропорциональность также следует  
из теории Гранато-Люкке [19]. 

Наибольшее распространение получили теории АЗВТ, основанные  
на «струнной» модели дислокации Келера-Гранато-Люкке [19,20]. В таких теори-
ях дислокационный гистерезис формируется в результате периодического про-
цесса «отрыва-закрепления» для распределённой системы «стопоров».  
В других модификациях теориях АЗВТ дислокация преодолевает не один,  
а несколько рядов «стопоров» [21] с учётом внутренних напряжений [22].  
По классификации Асано [23], теории первого типа называют теориями отрыва,  
а второго – теориями трения, поскольку торможение дислокаций в этих теориях 
можно ассоциировать с некоторой эффективной силой трения. 

Модели трения занимают важное место в теории гистерезиса.  
В современной литературе трение рассматривается как процесс, состоящий  
из последовательности двух стадий: трение предскольжения (presliding friction), 
которое проявляется в виде микроперемещений контактирующих тел относитель-
но друг друга в результате упругопластических деформаций неровностей трущих-
ся поверхностей, и трение скольжения (sliding friction)  
как результата возникающих сил сопротивления тангенциальному смещению 
трущихся шероховатых поверхностей. Важной характеристикой трения пред-
скольжения является гистерезис зависимости относительного смещения  
от силы трения [24-26]. Сила трения скольжения, как известно, зависит от силы 
давления тел друг на друга (силы реакции опоры), от материалов трущихся по-
верхностей, их микрорельефа, наличия и типа смазки, от скорости относительного 
движения. 

С таким представлениями логично связаны модели трения, которые условно 
разделяют на две группы – статические и динамические. 

Терминами статических моделей являются: трение покоя (the stiction 
friction), сила трения Кулона (the Coulomb force), сила вязкостного сопротивления 
(the viscous force) и эффект Штрибека (the Stribeck effect). Модели статического 
трения симметричны относительно направления смещения, имеют разрывы при 
нулевой скорости [27-28]. 

Модели динамического трения учитывают свойства, которые не могут быть 
описаны в рамках статических моделей: микросмещения в режиме предскольже-
ния, фрикционное запаздывание (задержка изменения силы трения при изменении 
скорости скольжения), скачкообразность движения – спонтанные подергивания, 
возникающее при скольжении одного объекта по поверхности другого [29]. 

В настоящее время наибольшее распространение получили несколько моде-
лей трения. Первой в хронологическом плане является статическая модель Даля 
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(the Dahl friction model) [30], которая является обобщением модели кулоновского 
трения [31]. Устойчивое состояние по модели Даля в точности соответствует мо-
дели кулоновского трения. Однако модель Даля не описывает эффект Штрибека и 
ряд других существенных свойств трения [31]. 

Динамическая модель LuGre является в значительной мере развитием моде-
ли трения Даля [32]. С её помощью можно учесть эффект Штрибека, гистерезис, 
скачкообразность скольжения [25,33]. Поэтому в настоящее время она широко 
используется для моделирования трения в разнообразных механических системах 
[33,34]. При линеаризации по скорости в окрестности нуля [32] модель LuGre 
описывает колебания элементарного осциллятора с демпфером. Необходимые и 
достаточные условия применения этой модели к системам  
с демпфированием описаны в [35]. Такая модель популярна при решении задач  
о компенсации трения [36-39]. Способы идентификации параметров модели рас-
смотрены в [40-42]. 

В динамике сложных механических систем, составные элементы которых 
взаимодействуют друг с другом силами различной природы, построение теорети-
ческих моделей с идентификацией их параметров представляет собой непростую 
задачу. В таких случаях  механическую систему можно рассматривать как «чер-
ный ящик» с известными из эксперимента значениями входных  
и выходных параметров. Взаимосвязи между этими параметрами устанавливают-
ся на основе феноменологических моделей, параметры которых идентифициру-
ются с использованием экспериментальных данных [43-45,66-71]. 

В этом направлении особое место занимают модели, которые строятся  
с использованием спектральных разложений по релейным нелинейностям. Такой 
подход был предложен в 1935 г. немецким физиком Ф. Прейзахом (Ferenc 
Preisach) в работах по магнетизму [46-48], в которых  процесс намагничивания 
рассматривается как статистический результат перемагничивания отдельных эле-
ментарных областей (доменов). Считается, что каждая такая область может нахо-
диться только в состоянии насыщения с направлением намагниченности вдоль 
или против действия внешнего поля. Соответственно этому намагниченность 
каждой области описывается с помощью функций-переключателей, определяю-
щих петлю гистерезиса в виде прямоугольника. Важной составляющей модели Ф. 
Прейзаха является функция распределения ориентаций доменов, с помощью ко-
торой определяются значения намагниченности в произвольном поле. 

В настоящее время идеи Ф. Прейзаха превращены в строгий математический 
аппарат и существенно развиты в работах М.А.Красносельского, 
А.В.Покровского и их последователей [49]. Схожие феноменологические пред-
ставления предложены и развиваются в различных областях механики  
и физики [50-53]. Однако для идентификации параметров таких моделей часто 
требуются сложные экспериментальные исследования и интерпретации получен-
ных данных.  

В 1967 г. Бук (R. Bouc) предложил способ решения задачи о вынужденных 
колебаниях механической системы с гистерезисом зависимости восстанавливаю-
щей силы от перемещения [54]. Траектория гистерезиса описывалась с помощью 
нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка, для 
которого идентификация коэффициентов осуществлялась с использованием опор-
ных экспериментальных данных. В 1971 г. Бук представил модель гистерезиса 
уже для абстрактной физической системы, рассматривая её как «чёрный ящик» с 
известными данными на её входе и выходе [55]. В 1976 г. и далее модель была 
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обобщена в работах Вена (Y.-K. Wen) [56,57], и с тех пор она известна как модель 
Бук-Вена [43]. 

В настоящее время модель Бук-Вена привлекает повышенный интерес бла-
годаря возможности аналитического описания разнообразных по форме гистере-
зисных петель, возникающих в различных системах с демпфированием [58]. В 
частности, модель успешно была использована для моделирования гистерезиса 
пьезоэлектрических элементов [59], магнитореологических амортизаторов [60], 
деревянных соединений [61], изоляции фундаментов зданий  
и сооружений [62] и пр. 

В современной литературе, модель Бук-Вэна используется, как правило,  
в рамках подхода "черного ящика" [43,63]. Применение методов идентификации 
позволяет определить параметры модели так, чтобы ошибка (расхождение) между 
выходными данными, полученными из эксперимента и вычислениями  
по алгоритмам модели, было достаточно мала. Расчёты осуществляют  
для заданного (опорного) входного сигнала. После этого модель используется  
для моделирования гистерезиса при других входных сигналах. Однако известны 
примеры, когда найденные параметры модели не обеспечивают соответствие ре-
зультатов вычислений данным, полученных из экспериментов для иных входных 
сигналов. Такие примеры говорят о неоднозначности идентификации, которая 
может приводить к неустойчивости модели относительно входного сигнала. 

В литературе сформулированы условия, которым должна удовлетворять мо-
дель Бук-Вена [43,63-65]. Основными являются адекватность математической мо-
дели физическому процессу и её устойчивость. Модель считается устойчивой по 
входу, если из ограниченности сигнала на входе системы следует ограниченность 
сигнала на её выходе при любых начальных условиях (bounded input, bounded 
output (BIBO) stability). 

Рассмотрим систему с гистерезисом, преобразующую входной сигнал 
q, зависящий от времени t, в сигнал f на выходе. В соответствии с моделью Бук-
Вена отображение ( )( ) ( )q t f q t→  устанавливается с использованием нелинейного 
обыкновенного дифференциального уравнения, в состав которого входят функ-
ции-переключатели направления процесса. Общей формой записи модели Бук-
Вена является дифференциальная связь между входным и выходным сигналами в 
виде [63] 

, ,sgndf dq dqg q f
dq dt dt

  = ⋅    
,        (1) 

где g – выбранная кусочно-гладкая функция, идентификация которой осуществ-
ляется по экспериментальным данным опорного сигнала. Уравнение (1) включа-
ется в общую систему уравнений динамики системы, содержащие ( )q t   
и ( )( )f q t  в качестве неизвестных функций. В результате интегрирования этой 
системы строится зависимость ( )( )f q t , определяющая кусочно-гладкую непре-
рывную траекторию гистерезиса. Значения q, когда 0dq dt = , формируют после-
довательность точек kq , где k – порядковый номер при возрастании t  
от начала развития процесса. При переходе через эти точки производная dq dt  
последовательно меняет знак и происходит смена ветви гистерезисного процесса, 
как это показано на рис.1. Жирные стрелки во 2-ом и 4-ом квадрантах показывают 
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соответственно прямое и обратное направления гистерезисного процесса, соот-
ветствующие росту или убыванию ( )q t , когда 0dq dt >  или 0dq dt < . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис.1. Гистерезисная траектория внутри объемлющего цикла. 
 
В работах [11,66-68] физическая связь между параметрами системы, описы-

вающими процесс гистерезиса, устанавливается с использованием дифференци-
ального уравнения (1). В качестве правой части (1) используется полином от двух 
переменных q  и f . Неизвестные коэффициенты полинома определяются по экс-
периментальным данным для объемлющего цикла, область которого содержит 
любую возможную траекторию гистерезиса. На рис.1 объемлющий цикл показан 
двумя пунктирными кривыми O−  и O+ , соответствующими прямому и обратному 
процессам. Поэтому матрица полиномиальных коэффициентов имеет два набора 
значений, которые выбираются в зависимости от знака dq dt . Число членов по-
линомиального представления подбирается в результате простых численных экс-
периментов.  
В качестве примеров авторами рассмотрена задача об аппроксимации кривых те-
чения сложных реологических сред [11], об оценке эффективности энергорассея-
ния гасителей колебаний проводов воздушных ЛЭП [66-68]. 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Настоящий обзор не претендует на полноту охвата работ по моделированию 
гистерезисных процессов и анализу свойств гистерезисных моделей. Эта тематика 
обширна, чему свидетельствует большое число публикаций, обзоров, монографий 
и учебных курсов. Тематика охватывает различные физические процессы  
с многообразными по геометрической форме и свойствам гистерезисными зави-
симостями. К гистерезисной тематике также имеют отношение работы  
по изучению математических свойств моделей, анализу их устойчивости, опреде-
лению областей изменения параметров. Авторам не удалось также вместить в 
рамки обзора описание многочисленных приложений, демонстрирующих особен-
ности моделей и их общие черты.     
 
 

1kq +

0dq dt >

q

f

kq

0dq dt <

minq
maxq

O−

O+

kf

1kf +

minf

maxf
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