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РЕЗЮМЕ 
 

В работах [1-2] предложена простая двумерная модель фрагментации быстро 
расширяющегося цилиндра в условиях вязкого поведения материала и плоской 
деформации. Модель позволяет оценить средний размер фрагмента и число фрагментов, 
образующихся в результате разрушения цилиндра. В настоящей работе показано, что 
предложенный подход [1-2] может быть использован для оценки количества фрагментов 
в трехмерной задаче фрагментации кольца.  
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SUMMARY 
 

In works [1,2] we have proposed a simple two-dimensional model of 
fragmentation of rapidly expanding cylinders in conditions of the ductile behavior of the 
material and under plane strain.  The model allows us to estimate the average size of the 
fragment and number of fragments produced by the destruction of the cylinder. In this 
paper we show that the method proposed in [1-2] can be used to estimate the number of 
fragments in a three-dimensional problem of fragmentation of rapidly expanding rings. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

В последние годы активно обсуждались [3] две одномерные теории 
фрагментации быстро расширяющихся металлических цилиндров, позволяющие 
оценить как средние длины фрагментов, так и число фрагментов. Первая – это 
статистическая теория Мотта, вторая – энергетическая теория Грэди [3,4].  
                                                 
1 Работа поддержана грантом РФФИ (проект 15-01-00565). 



В модели Мотта разрушение происходит мгновенно, а при оценке размера 
фрагмента энергия разрушения игнорируется и считается, что средняя длина 
фрагмента пропорциональна масштабу длины, являющейся единственной 
комбинацией предела текучести Y, плотности ρ и скорости деформацииε . 
Модифицированная теория Мотта [3] дает 
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где n и σ – безразмерные параметры статистической модели. 
Ключевой момент в теории фрагментации Грэди [3,4] – это учет энергии, 

диссипируемой при разрушении, и учет конечного времени разрушения. Как 
результат получается следующая оценка для средней длины фрагмента 
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где 2/0cxY ⋅=Γ - энергия разрушения,  0cx  - критическое смещение при 
раскрытии трещины. Величина Γ может быть выражена через коэффициент 
интенсивности напряжений cK следующим образом [1] Γ= EKc 2 , где E – 
модуль упругости. 

В работах [1,2]  нами была предложена простая модель фрагментации 
быстро расширяющегося цилиндра для случая вязкого поведения материала в 
условиях плоской деформации цилиндра. Отличие от моделей Мотта и Грэди 
состоит в том, что в [1,2] предложена двумерная схема образования шейки в месте 
разрыва. Кроме того, из механических свойств материала, данная модель 
использует только предел текучести.   Для описания образования шейки брали 
поле скоростей, аналогичное тому, которое возникает непосредственно под 
гладким штампом в задаче Прандтля о внедрении штампа в полуплоскость [6]. 
Такой подход позволяет легко вычислить работу разрушения на единицу длины 
цилиндра [1,2].  В результате для средней длины фрагмента была получена 
формула 
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где a – половина толщины стенки цилиндра. Видно, что средний размер 
фрагмента здесь также зависит от скорости деформации по закону «2/3»: 

3/2)( −∝ εs . 
В настоящей работе показано, что предложенный подход [1-2] может быть 

использован для оценки количества фрагментов в трехмерной задаче 
фрагментации кольца. 
 
 

1. МОДЕЛЬ ФРАГМЕНТАЦИИ РАСШИРЯЮЩЕГОСЯ КОЛЬЦА 
1.1. Постановка задачи. 

 
Рассмотрим кольцо, как область в цилиндрической системе координат 

( )zr ,,ϕ , заданную соотношениями bz < , aRraR +<<− . Предполагаем, что 
механическое поведение материала кольца подчиняется закону идеальной 



пластичности с пределом текучести sσ  и условию несжимаемости. Плотность 
материала обозначим ρ . Предположим, что в начальный момент поле скоростей 
в кольце определяется соотношениями 

r
RVu i

r = , 0=ϕu , 0=zu         (4) 

Цель работы – оценить количество фрагментов, как функцию sσ , ρ , R , a , 
b , iV . 

Рассмотрим вспомогательную задачу. Пусть имеется фрагмент кольца 
bz < , aRraR +<<− , αϕ < , с начальным распределением скоростей (4). Через 

некоторое время после образования, такой фрагмент будет двигаться как твердое 
тело со скоростью fV . С учетом (4), начальные импульс iP  и энергия iE  
фрагмента равны 
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Конечные импульс fP  и энергия fE  равны, соответственно 
αρ RabVP ff 8=           (7) 

αρ RabVE ff
24=          (8) 

Согласно закону сохранения импульса iP = fP , следовательно, из (5,6) 
получаем 

α
αsin

if VV =           (9) 

Обозначим fi EEE −=∆  – потерянную кинетическую энергию. Согласно 
(6,8,9) 
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Предполагая 1<<
R
a  из соотношения (10) получаем 
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Для малых значений α  приближенно полагаем 
242

1cos
42 ααα +−≈ . Тогда, 

согласно (11), можно положить 
32

3
4 αρ RbaVE i=∆          (12) 

Предположим, что в процессе разрушения кольца образовалось n  
одинаковых фрагментов ( )n/πα = , имеющих скорость +V . В работах [1,2] было 
показано, что потенциальной энергией фрагмента можно пренебречь по 
сравнению с его кинетической энергией. Будем считать, что изменение 



кинетической энергии равно работе внутренних сил. Процесс образования 
фрагментов скоротечный, следовательно, можно предположить, что работа 
внутренних сил пропорциональна их мощности. Из этих соображений, в качестве 
критерия оценки количества фрагментов,  возьмем минимум работы внутренних 
сил. Это эквивалентно минимуму потерь кинетической энергии. Потери будут 
минимальны, когда +V = fV . Тогда суммарные потери кинетической энергии sE∆  
равны 

EnEs ∆=∆           (13) 
Примем, что работа, идущая на образование одной поверхности разрыва, 

равна H∆ . Можно считать, что вся потерянная кинетическая энергия ушла на 
образование поверхностей разрыва. Следовательно, уравнение для определения 
α , а значит и числа фрагментов, имеет вид 

HE ∆=∆            (14) 
 

1.2. Модель фрагментации. 
 

Для оценки H∆  рассмотрим следующую модельную задачу разлета 
стержня. Рассмотрим стержень прямоугольного сечения ax < ; by < ; 21 lzl <<− . 
Предположим, что в стержне задано следующее начальное распределение 
скоростей: 0=xu ; 0=yu ; 10Vuz =  при 01 <<− zl ; 20Vuz =  при 20 lz << . 
Относительно свойств материала стержня примем те же гипотезы, что и 
относительно свойств материала кольца. 

Обозначим ijσ , ijε  соответствующие составляющие тензора напряжений и 
скоростей деформации. Из условия идеальной пластичности [5] уравнение 
поверхности текучести 0)( =Φ ijσ  имеет вид 
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согласно (15), (16), имеем 
( )zzyyxxxx σσσωε −−= 2 ,   ( )zzxxyyyy σσσε −−= 2 ,  

( )xxyyzzzz σσσε −−= 2 ,   xyxy ωσε 3= ,   xzxz ωσε 3= ,   yzyz ωσε 3=  (17) 
Обозначим 

pzzyyxx 3−=++ σσσ ,         (18) 
Согласно условию несжимаемости 

0=++ zzyyxx εεε ,         (19) 
Из (17-19) имеем 
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Используя (15,19,20), получаем 
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где ( )222222 2 yzxzxyzzyyxx εεεεεεθ +++++= . 
Тогда из (20,21) следует 
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Мощность внутренних сил в единице объема ijijw εσ= согласно (19,22) равна 

θσ sw
3
2

=           (23) 

Если имеется поверхность разрыва касательных скоростей, скачок 
касательной скорости на которой равен [ ]u , то мощность внутренних сил на 
единицу поверхности разрыва – sw , согласно (23) равна 

[ ]uw ss σ
3

1
=           (24) 

Поскольку материал стержня является несжимаемым, то он допускает 
распространение волн с бесконечной скоростью. То есть, перестройка поля 
скоростей может происходить мгновенно, но с соблюдением законов сохранения 
импульса и энергии. 
 Рассмотрим следующее поле скоростей (рис.1). 
 

 
Рис.1. Схема поля скоростей. 

 

В зоне I. 0=xu , 0=yu , 1Vuz = . 
В зоне II. 0=xu , 0=yu , 2Vuz = . 



В зоне III. (Равнобедренный прямоугольный треугольник OCD) xx Wu = , 0=yu , 

zz Wu = . 
В зоне IV. (Равнобедренный прямоугольный треугольник OAB) xx Wu −= , 0=yu , 

zz Wu = . 
Высоты треугольников OAB и OCD обозначим h . 

Из условия непрерывности нормальной скорости на OD и OC имеем 
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Следовательно  
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При 0=t  полагаем 
101 VV = ;   202 VV = ;   ah =         (26) 

Разрыв касательной скорости [ ]u  на линии OD равен 
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2
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Те же значения имеет разрыв касательной скорости на линиях OC, OB, OA. 
Обозначим m  массы треугольников OAB, OCD. 

bhm 22ρ=            (28) 
Массу зон I, II обозначим 21, MM  соответственно 

( )2
111 224 halbmablM −=−= ρρ        (29) 

( )2
222 224 halbmablM −=−= ρρ        (30) 

Согласно (25,28-30) импульс системы P  равен 
1 1 2 2 1 1 2 22 4 4zP mW M V M V bal V bal Vρ ρ= + + = +     (31) 

Полная кинетическая энергия системы E  равна  
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Согласно (25,28-30) 
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Заметим, что принятое поле скоростей удовлетворяет закону сохранения 

импульса и энергии в начальный момент времени при мгновенной перестройке 
поля скоростей. 
 Скорость центра масс cV  равна 
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Заметим, что в силу закона сохранения импульса, скорость центра масс 
остается постоянной.  
 Обозначим cVVU −= 11 , cVVU −= 22  скорости фрагментов относительно 
центра масс. Согласно (33) 
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Обозначим ( )
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Заметим, что EKKKc =++ 21 . Из закона сохранения энергии следует 

0=+W
dt
dE ,          (37) 

где W  – полная мощность внутренних сил.  
 В принятом поле скоростей все фрагменты движутся как жесткое тело и, 
следовательно, составляющие тензора скоростей деформации равны нулю, 
поэтому мощность внутренних сил проявляется лишь на поверхностях разрыва 
касательных скоростей. Полагая для определенности 21 VV > , используя (27), 
получаем 

( )213
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Из (32,37,38) получаем 
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Из закона сохранения импульса и (31) следует 
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Заметим, что 
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Система уравнений (39-41) с начальными условиями 101 VV = , 202 VV = , ah =  
при 0=t  определяет решение задачи. Согласно (40)  
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Подставляя (42) в (39), получаем 
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Из (42-44) следует 
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Решая (45) с начальными условиями при 0=t  
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получаем  
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Величина h  может принять нулевое значение (то есть – полное отделение 

фрагмента) в случае aVV
>

−
β2

2010 . 

Данное соотношение эквивалентно условию 
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где 0rK  кинетическая энергия относительно центра масс в начальный момент 
времени 
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При выполнении условия (48) момент отделения фрагмента *tt =  
определяется из условия 0)( * =th . Согласно (47), имеем 
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Определим потери полной кинетической энергии к моменту  полного отрыва 
фрагмента. Уравнение (37) виду приведем к виду 
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Интегрируя это уравнение на отрезке [ ]*;0 tt ∈  (до полного отделения 
фрагмента), учитывая, что 0=h  при *tt = , получаем 
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Если исходить из условия минимума потерь кинетической энергии, то из 
двух возможных вариантов поля скоростей нужно выбирать такой, когда ba < . 
Напомним, что для двух возможных вариантов поля скоростей, принципиально 
можно рассматривать два случая: 1) плоская деформация относительно оси x ; 
2) плоская деформация относительно оси y . Критерий ba <  определяет выбор 
нужного поля.) Потерянную кинетическую энергию будем считать затраченной на 
образование свободной поверхности. Тогда можно положить в соотношении (17) 
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Согласно (14) уравнение для определения α  примет вид 
232

3
8

3
4 baRbaV si σαρ =         (53) 

Следовательно 
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В формуле (54) стоит a – толщина кольца, если a<b, или высота кольца b 
(вместо a), если a>b. Количество фрагментов оценивается соотношением  

α
π

=n            (55) 

Принимая во внимание, что Rs 2/=α , где s – длина фрагмента, получаем 
для s выражение, совпадающее с (3).  
 
 

ВЫВОДЫ 
 

В настоящей работе предложена простая модель фрагментации быстро 
расширяющегося кольца для случая вязкого поведения материала в условиях 
плоской деформации цилиндра. Показано, что для оценки среднего размера 
фрагмента и числа фрагментов можно использовать результаты, полученные при 
исследовании плоской задачи о фрагментации цилиндра [1,2]. 

Отличие от известных моделей Мотта и Грэди [3] состоит в том, что в 
настоящей работе предложен трехмерная модель (сводимая к двумерной модели) 
образования шейки в месте разрыва, которая базируется на известных идеях 
Прандтля [6], позволяющий вычислить работу разрушения на единицу длины 
цилиндра.  
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